Apuntes de la practica de QFT

28 de agosto de 2018

Sobre estos apuntes Estos apuntes/resueltos que usted estd viendo fueron creados por un alumno mientras cursaba la
materia. Es por ello que podrian haber errores de tipeo, errores conceptuales, de interpretacién en los resultados, etc. Use
estos apuntes con precaucion. Estos apuntes no son oficiales de ninguna catedra. En caso de notar algin efecto adverso
suspenda inmediatamente su uso y consulte con su profesor de cabecera.

= El alumno cursé6 la materia durante el primer cuatrimestre de 2018, este link conduce a la pagina de la materia.

= Encontrd maés resueltos de Alf en este link.

Estos apuntes estan hechos usando un programa llamado Lyx®. Para hacer los dibujos se usé Inkscape y después se
insert6 las imagenes en formato svg® directamente en Lyx sin conversién alguna.

En este repositorio de GitHub se encuentra la plantilla (template) que Alf usa actualmente, con todo lo necesario
para compilarla y empezar a divertirse.

%Lyx es una interfaz grafica para Latex que hace que la escritura se vuelva extremadamente fluida y veloz (al punto de poderse
tomar apuntes en vivo durante una clase).
bsvg es el formato nativo de Inkscape.

Sobre la notacion Intentaré mantener una notacién lo mas consistente posible y que permita diferenciar de forma clara los
distintos “objetos matematicos” que se usan en esta materia sin ambigiiedad alguna. La notacién que intentaré usar siempre
(aunque a veces es complicado asi que no garantizo nada) es:

Notacién Descripcién

W, [0, (] @) Bras, kets y brakets (estdndar).

A Operador A (operador que actiia sobre los elementos del espacio de Hilbert |¢) € H).

A Vector 3D (no operador).

A Operador vectorial 3D.

z Versor 3D (vector de mddulo 1, no operador).
Oz, 0y, 0z Matrices de Pauli vistas como operadores sobre los elementos del espacio de Hilbert.
Oz, 0y, 0 Matrices de Pauli vistas como matrices (valga la redundancia).

1 Numero 1.

1 Matriz identidad.
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A

ikt — pik"ky

eik-:c 74 eikz

EALF

=1

(=]

= Aty

Operador identidad del espacio de Hilbert.
Feynman slash notation.
Contraccion de dos cuatrivectores en el exponente.

Producto escalar de las componentes espaciales k - x.

Cuadrivector k = [kzo kK2 l<:3].

Componentes espaciales del cuadrivector k, k = [kl k2 k‘3].

Cuando sea necesario diferenciar en qué frame se evalia al operador 9, lo indicaré asi.
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1 GRUPO DE ROTACIONES EN D DIMENSIONES

A modo de mapa conceptual de qué es lo que existe y qué es lo que haremos, podemos armar el siguiente cuadrito:

Esto falla

(1): Quantization Tedrica 2

(x,p—%7) — o

Classical Mechanics » (Quantum Mechanics \———> Relativistic ,QM
(pocas particulas)
l N—xo
Non-Relativistic > Non-Relativistic

Classical Field Theory Quantum Field Theory

Quantization

: & SRT
@,11 -, i"")

Relativistic Relativisti
Classical Field Theory ) > tu plivﬁj I“‘r:h y
(e.g. Electrodynamics) Nosotros seguiremos ~ Quantum Field Theory

este camino

1. Grupo de rotaciones en D dimensiones
Surge a partir de transformaciones lineales que preservan las formas cuadraticas. Consideremos la forma cuadratica
(a)’

1
siendo  una D-upla. Buscamos una transformacién caracterizada por la matriz M tal que

=M=z

D
T -xr =

i

y si la transformacién preserva la forma cuadratica entonces

@) = 2Tz
(Mz)" Mz =
MMz =
por lo tanto la matriz M debe satisfacer
MM =1
y esto nos define al grupo ortogonal
O (D)

Las matrices {(1) _OJ y [ 0 _OJ pertenecen al grupo ortogonal pues M7 M = 1.

Determinante de las matrices de O (D) Debido a que las matrices de O (D) satisfacen MT M = 1 entonces

det (MTM) = det(1)
det (MT)det (M) = 1
(det (M))* =
en consecuencia
det (M) = +1

1.1. El grupo de rotaciones
Utilizando este hecho vamos a definir al grupo de rotaciones
SO (D) = el subgrupo de O (D) con det (M) =1
Todas las matrices de SO (D) se pueden obtener como una transformacién continua saliendo desde la identidad, por

cosf sinf . . [ L . . .
sing C:)I; 0] es la matriz de rotacién en angulo § en D = 2 y es una parametrizacién continua de la identidad.

@u RESUELTOS D
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1.1 EI grupo de rotaciones 1 GRUPO DE ROTACIONES EN D DIMENSIONES

Nimero de parametros La cantidad de parametros reales R que se requieren para etiquetar a una matriz genérica de
SO (D)son
D(D-1)
2
La cantidad de parametros requeridos es justamente la cantidad de planos alrededor de los que podemos rotar: por ejemplo en
D = 3 tenemos que podemos rotar en zy, en yz y en zz (los tres dngulos de Euler) por lo tanto requerimos tres pardmetros.

Relacion con exponencial Todas las matrices de SO (D) satisfacen que se pueden escribir como la exponencial de alguien,
es decir
M € SO (D) = M = e”

siendo X otra matriz. Entonces tenemos que
-1 T
MTM =1 — (e¥) = (e¥) — e = = -y =xT

donde en el paso (ez)fl = (eE)T —e =" hay que usar la serie de e> y es trivial. Esto es una forma fécil de construir
matrices del grupo SO (D) ya que cualquier matriz ¥ antisimétrica nos da una matriz M € SO (D) haciendo e*.

Otra propiedad importante es

P

det (62) = et"(®)

0 1 . p . . S p
. Esta matriz es andloga a la unidad imaginaria en los niimeros

Caso 2D Consideremos la matriz ¥ = {_1 0

1 0
= [O J. Entonces

2
. 0 1
complejos, ya que 1 0

[0 1]
“I-1 o] _ 1o 0o 1] .
e = _[0 Jcosaﬂ—[_l 0]51110)

es decir que

W cosw sinw
e = .
—sinw cosw

que es la matriz de rotacién en dos dimensiones!
Caso 3D Para parametrizar todas las matrices de rotacién en tres dimensiones simplemente buscamos una base
para las matrices antisimétricas de 3 x 3, es decir

y de esta forma cualquier matriz M € SO (3) se puede parametrizar como

M = ew12Z12tw2sBas+wsi Xa

0 1 0 0 0 0 0 0 1
donde 212 =(—-1 0 O s 223 = |0 0 1 y 231 = 0 0 0].
0 0 O 0 -1 0 -1 0 O
Por una cuestién de notacién se definen las nuevas matrices
Yo1 = —Tiy
i3 E —Ti3
Yoz = Y3
y los nuevos parametros
Wij = —Wj;

(es decir que duplicamos la base con elementos linealmente dependientes para hacer una notacién mds compacta) y
entonces
M = 3@
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1.2 Rotaciones + trasalaciones 1 GRUPO DE ROTACIONES EN D DIMENSIONES

Algebra de Lie Las matrices antisimétricas forman un algebra respecto al conmutador. Las &lgebras respecto a un conmu-
tador se conocen como dlgebras de Lie. Esto es porque [A4, B]T = —[A, B], es decir que [A, B] es antisimétrico cuando A y
B son antisimétricos.

1.2. Rotaciones + trasalaciones

Obsérvese que
=Mz +C

donde C' es cualquier traslacién funciona igual que lo anterior en términos de las relaciones entre dos puntos, es decir que
T
(z-y) (@—y) =" -y) @ -y)

1.3. Relatividad especial

Para llevar todo a la relatividad especial vamos a buscar que las simetrias sean aquellas que dejan invariante al invariante
relativista

Tz
1
donde n = -1 1 es la métrica de Minkowsky. Es decir que ahora vamos a buscar transformaciones lineales
-1
= Az
tal que

()" ma' = 2" na

y esto nos define al grupo de Lorentz

de donde sale que

Se nota O (1, 3) porque la métrica n = tiene un signo de un tipo y tres del otro.

-1
-1
Debido a que 7 = ! entonces otra forma de escribir lo anterior es

AT = nA_ln

Sobre el determinante Obsérvese que todas las matrices del grupo de Lorentz tienen determinante +1:

det (AT) = det (n) det (A™") det (n) =

El grupo formado por las matrices con determinante +1 se denomina el grupo

SO (1,3)

Consideremos el grupo SO (1,1), es decir una coordenada temporal y una espacial. La matriz A = {01 _OJ perte-

nece al grupo SO (1, 1). Pero no estd conectada continuamente con la identidad pues la transformacién que aplica-
ria es convertir el vctorsito rojo en el celestito:

105 ReSUELTS D
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2 REPASO DE TEORICA 1 (TENSORES)

pero esto no estd conectado en forma continua con la identidad!
Entonces del grupo SO (1, 3) s6lo nos va a interesar un tnico subgrupo, o algo asi.

2. Repaso de teérica 1 (tensores)

Vamos a ver un repaso de cosas que “ya vimos” en Tedrica 1, como vectores covariantes y contravariantes.
Hay una ambigiiedad con el término vector por el hecho de que muchos objetos, como los espinores, forman un espacio
vectorial. Sin embargo hablamos de vector como un tensor “de una dimension”.

2.1. Vector contravariante

Comencemos con un caso particular de un vector contravariante. Los vectores “fisicos” surgen de la caracterizacién de
una curva en algiin espacio, sea R3, R*, etc. Consideremos una curva. La curva tiene una existencia mas alld del sistema de
coordenadas que usemos. Dada la curva

' (X)
siendo A un pardametro. Podemos calcular
dzt (N)
dX
Si cambianos de sistema de coordenada estos cuatro ntimeros van a ser distintas, pero si la transformacién se hace en forma

apropiada van a representar al mismo objeto.
Supongamos entonces que tenemos dos sistemas de coordenadas

Entonces tenemos que
dy* Oyt dx”
d\  Ozv d\

y entonces vamos a definir a la matriz
Ayt oyt
aré amz

def 8y
H", = | 5zt

Si asumimos que el cambio de coordenadas es “bueno” entonces es inversible, con lo cual existe la matriz inversa
H es tal que 3H*
Las matrices invertibles de D x D forman un grupo llamado

GL (D,R)
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2.2 Tensor contravariante de rango 2 2 REPASO DE TEORICA 1 (TENSORES)

Box 5 - Vector (tensor de rango uno cero)

Un vector estd definido por

dy*  Oy* dx¥ Defi 1
— = — Define un vector
dA oz¥ dA
. , dy* dx¥ . . . / .
Las tiras de ntimeros ;- y ‘7 representan a un objeto que es un vector y cuya existencia va mas alld de los nume-

. . . n
ritos que lo representan. Introduciendo la notacién H*, = %;L,, entonces

o't = HF oY

2.2. Tensor contravariante de rango 2

Teniendo definidos dos vectores nos podemos definir un tensor de la siguiente forma
Tensor — WHY = UFVY < Vectores
Para ver cémo se transforma un tensor de estos aplicamos la definiciéon de los vectores:

W/p,l/ — UIHV/U
= H',HY, W

2
Se dice que este tipo de tenores son de rango <0>

Obsérvese que la matriz
Hp,le/o_ c RDXDXDXD

El hecho de que es una matriz que representa una transformacién de coordenadas hace que sea invertible, con lo cual forman
su propio grupo (o algo asf). Sin embargo, el hecho de que sea el producto de dos matrices que viven en GL (D, R) hace que
las matrices H*,H" , sean simplemente otra representaciéon de GL (D,R).

2.3. Vector covariante

El vector covariante estd relacionado con el gradiente. Consideremos la funcién ¢ definida de R” en R. Su gradiente sera,

g — Gradiente
Oxt
Si lo queremos transformar con la misma matriz de transformacion encontraremos que
dp  Oz¥ Op
oyt Oyt Oxv

y acd vemos que la matriz es la inversa de la otra

99 _ (g-nyT 9%
By_(H ) ox

Box 6 - Las matrices son inversas!

Para ver que ambas matrices son inversas simplemente las multiplicamos y vemos qué nos dan

oyt Ox* oy*

3_ypa_xu = a_yu < Por regla de la cadena
e oy Y
= 5”11

que es la identidad.

; 10S RESUELTOS DE
+click me!
@ALF 10 201808281819 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

2.4 Algebra de tensores 2 REPASO DE TEORICA 1 (TENSORES)

1
Esto es porque 6, es un tensor de rango (1> Sin embargo tiene la peculiar propiedad de que sus coordenadas son

invariantes, es decir que

oo 9x7 0yt o,
= Oy 8xﬂ5 7
oz Oy*
oyv dx°
oyt
oy¥
— ",

Entonces d,,, estd mal escrito.

Dado que el gradiente de algo y un vector comtn son objetos que se transforman de maneras distintas, jcémo pue-
de ser que en Fisica 1 nunca tuvimos estos problemas al realizar transformaciones?. El asunto es que en F1 siem-
pre transformamos con rotaciones y desplazamientos. Y resulta que el grupo de rotaciones SO (D) (que es un sub-
grupo de GL (D, R)) contiene a las matrices tales que H~! = H7 con lo cual un gradiente es igual a un vector
frente al grupo SO (D).

Esto no sera cierto en las transformaciones de Lorentz.

Como se mostré en el box 7 la delta de Kronecker es invariante. En el grupo GL (D, R) parece que es el tinico invariante.
Sin embargo frente a una transformacién de Lorentz, es decir frente al Grupo de Lorentz, existe otro tensor invariante que
es la métrica de Minkowsky

1
-1
Npv = 1

-1
Esto se obtiene a partir de la definicién del grupo de Lorentz. Podemos verlo de la siguiente forma

, 0z Ox*
e
Ahora imponemos que la transformacién es del grupo de Lorentz, es decir que la matriz H € L[1][3]. Se termina llegando a
que

ﬂ/;w = Npv

2.4. Algebra de tensores
Si volvemos al grupo GL (D, R), podemos definir la operacién “contraccién de indices”
W;AVLVP

y se puede mostrar lo anterior se transforma como un nuevo tensor. Es decir que hicimos

2 y (0 (1
(0> (operacién de contraccién) <2> = <1>

También podemos subir y bajar indices segin
_ v
Ly = Nl

2.5. Espinores

Un espinor es la raiz cuadrada de un tensor. Es un objeto que cuando se lo multiplica en forma tensorial por si mismo se
obtiene un vector. Los espinores se transforman de la forma

P=S5)y

donde S (A) es una representacién del grupo de Lorentz.
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3 ECUACION DE DIRAC

Box 9 - Sobre representaciones

Dado un determinado grupo, una representacién de un grupo es un mapa p entre este grupo y “otra cosa” tal que

p(l) =1
p(9192) = p(91) p (92)

Guia 1, ejercicio 6

xpnpaxo = yunuuyy

No llegué a copiar pues llegué tarde.

A, =60, +wt, +0O (wz) — Transf. de Lorentz
Npo A N AF ¢ — Condicion para A
Npo = (6" — W) Ny (6”6 + w" )
0" =07 4+ Npw’s + Nuewt , + O (w?)

3. Ecuacion de Dirac

Vamos a resolver en forma general la ecuacién de Dirac en forma general y luego ver que obtenemos lo mismo si la
resolvemos en reposo y luego aplicamos un boost.
La ecuacién de Dirac es
(iv*0, —m)p =0 Dirac

donde las matrices y* satisfacen
{7y =29

La dimension minima para las v* es 4 X 4 y la representacién de Dirac es

ol 0 1
1 1o
0 — 1 i 0 O-i % . . 2 -0 —1
7= 1 V=1 0 o' las matrices de Pauli { ¢ = i o
-1 -
|7 = _1 —1}

Por otro lado el espinor ¢ es un objeto de cuatro componentes

"
i
Y=g
s

Desarrollando en forma explicita la ecuacién de Dirac vemos que la primera coordenada estd dada por

i (Qothr + O11hy — 1022hy + O3th3) —mipy =0« 1 |
.2
Eq. de Dirac — e
eq. 3

eq. 4

E 105 RESUELTOS DE
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3 ECUACION DE DIRAC

Box 10 - Dirac y Klein-Gordon

Si ¢ cumple la ecuacién de Dirac entonces también cumple la ecuacién de Klein-Gordon (componente a componen-
te). Es decir

(0" 0,0, +m)r =0
(0,0, + m)1he =0
" 9,0, +m?) =0
(n 1% +m)1/) — (nuvauay_i_m)d)?’zo
(n )

H0,0, +m)hs =0

Como sabemos que 1 satisface Klein-Gordon entonces sabemos cémo escribirlas. Es decir, sabemos que admite soluciones

de onda plana de la forma

e—ik“xu

con
k'k, = m? — Sale de Klein-Gordon

La relacién anterior k2 = m? nos fija una componente en términos de las demas, en general se despeja la componente temporal

y de aqui obtenemos que

Box 11 - Convenci6én sobre k°

Se suele usar el k° > 0 y luego se conjuga para obtener las demés soluciones. Es decir e~ %1 y ¢*"#u siempre con
k% > 0.

Entonces tenemos que las soluciones con frecuencia positiva son
e~ *"2u _, Frecuencia positiva
Ahora vamos a proponer como solucién de Dirac
b(x) = e M

= e ke [i] — Proponemos para Dirac

donde ¢ y x son elementos de dos componentes cada uno. La notacién
k-x=ktr, » Notacion!

Veamos entonces cémo actta el operador:

. . a —1 uw
o = o (55) ()
8 ; v
) —ikyx
= iyt e
iﬂy”k“e*ik”muwo

= k)
Entonces la ecuaciéon de Dirac se transformé en
0"k, —m) 1 =0 Dirac cuando ¢ = e "4y
Esta ecuacion se pude descomponer en los dos bloques de dos componentes cada una

kop—o-kxy—mp=20
—kox+o-kp—mx=0

’t@ﬂm RESUELTOS DE
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3 ECUACION DE DIRAC

De aqui lo que podemos hacer es despejar una componente en términos de la otra y despejar x (). La segunda ecuacién se
puede reescribir como
o kp
X= ko +m

Ahora introducimos esto en la primera ecuaciéon y obtenemos

o-k
ko — —o-k =0
(ko —m) — o ko+m 14
Ahora veamos lo siguiente
o-ko-k = okiclk
Por ser antisimiétrico contraido con simétrico
o]+ foo}
2
= 6ijkzik‘j
= |k|?
Entonces )
k|
k — — =
[( 0 m) ko +m

Ahora pedimos que el corchete sea nulo para que ¢ pueda ser # 0 y entonces encontramos que

i P
,LZ)(Jr) — ezk;v |: o :|
Fo+m ¥

Sabemos que en el sistema en reposo de la particula
E* = (m,0,0,0)

por lo tanto
k| =m?

y ahora no entendi bien pero queda
1/](0) — p—imt ¥
0
Si queremos las soluciones con energia negativa lo que tenemos es que las ecuaciones se modifican

—kop+o-kxy—me=0
kox —o -k —myx =0

Acd lo que hacemos es despejar ¢ (x) que nos queda igual:

ok
= ko + mX
y sigue todo igual.
Entonces hemos encontrado las dos soluciones
P = gike [ 8 ]
k0+m90
o-k
¢(—) — ik [WX]
X

Veamos ahora qué ocurre si boosteamos la solucién en reposo. Para ello usaremos la matriz S (A) que nos dice cémo
transformar espinores.

105 ReSUELTS D
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3 ECUACION DE DIRAC

Como boostear Si 9 es solucién de Dirac entonces

también es solucion.
Para hallar el S (A) recordemos que ‘
S(A) = e dwmE"
donde las )
i
SHY L[N H AV
1]
son los generadores del grupo de Lorentz. Si queremos un boost en z entonces pedimos que
wo3 = —wszg £ 0 Para boost en =~
Para no escribir de méas hacemos wy3 = a. Entonces la matriz es
203 _ . [70?73]
i
= < (7073 _ 73,},0)
i
2

~# satisfacen Clifford - =

Box 12 - Algebra de Clifford

{7y =20

y entonces

e—i%a'yo'yg _ 6%7073

Para ver cudnto da esta cuenta consideremos el hecho de que

0 3)#impar 0_3

(! =7y
(7073)’r _ (73)T701
= 340

entonces o s a a
€277 = cosh (§> + 4993 sinh (§>

Ahora vamos a aplicarle el boost a la solucién en reposo (0 = e=imt {‘g] . Entonces

,lp(boosteado) = (una fase) (Cosh (%) +~°%+2 sinh (2)) [g]
(
2

Para encontrar cémo se modifica la fase usamos 9 (z) = S (A)
c6mo meter ese A~! consideramos el hecho de que

yInAz = (A_ly) nx — vale siempre

No entendi.
(una fase) = e~ **" poostcadoy

donde kpoosteado €8 €l que es sin boostear multiplicdo por la A.

Awoz =a) = [

@LUS RESUELTOS DE
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3 ECUACION DE DIRAC

Usando esta matriz encontramos

ko = mcosh «
ks = msinh
Ahora queremos ver que el ¢p(Poosteado) — 4,(+) — cike [ kf } . Es decir que queremos ver que
k0+m

#%sinh 5 k3a®

cosh 5 - ko+m

Haciendo las cuentas se verifica que es.

Guia 1, ejercicio 18
item a

Sabemos que 1 es solucién de la ecuacién de Dirac
Vo —¢ =0
Queremos ver que
$© = Cy*
también es solucién. Para verificarlo lo que hacemos es meter a ¥¢ en la ecuacién de Dirac:

"0, (CY*) —mCy* = 0
ct ("0, CY* —mCy*) =

iC I 0O, — my* =
i (~CTINO) O —mep =

y listo.

item b

Recordemos que las matrices v* satisfacen el algebra de Clifford
{27} =2

y existen muchas representaciones que funcionan. La representaciéon de Dirac es

]

y en la representacion quiral o de Weyl sn

Recordemos de la vez pasada que habiamos encontrado que las soluciones de Dirac son

X ik, h
1 = Ny |: ki e~ thue
EO4+m
kiot

o = Ny [ it
P

201808281819 CCO
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3 ECUACION DE DIRAC

Ahora lo que vamos a hacer es “conjugar por carga” a estas soluciones

.1 0 o X" ikl
¢lc = 7 |:_O_2 02:| Nl [k1(07)* *] ek‘ I3

Eotm X
o2 (%) k? .

= % (_Z) X* eik“mﬂ
72‘02)(*

B e (*WQX) R
—io%x

Recordemos que el grupo de Lorentz estd formado por todas las matrices A tales que
ATnA =1
Lo anterior nos impone que det A = +1 lo cual nos divide al grupo de Lorentz en dos hojas que son
Ly L_

No sé cémo llegd a lo siguiente
A#Xr]ul/AVU =Moo

(A%)" = (A%)" + (%) + (4%)*) =1
por lo tanto
(A%)° > 1
En funcién del signo de A se vuelve a subdividir en dos nuevas hojas
L. — signA% — {ZE
L — detA —

+

ET

L_ — signA% — { N
i

(hay un buen resumen de todo esto en “Advanced Quantum Mechanics, Schwabl, sec. 6.1”.

0(1,3)= cluch uctuch

Obsérvese que como 131 es el tnico que tiene a la identidad, entonces es el tinico que es un subgrupo. Los demés
por si solo son sélo conjuntos de matrices.
Generadores (es lo que antes llamamos )

M

1 .
Ji = §€ijkMJk

ki =M%
Me limito a copiar férmulas sin saber qué representan
A, = J; + ik
{ B, =J; —ik;
Aparentemente lo anterior son operadores, o matrices.
[4;,B;] =0
[Ai, Aj] = ig;jiAx [Bi, Bj] = ig;;x Bk

“tenemos dos SU (2) que no se ven entre si”. Entonces las representaciones van a ser sumas directas de dos de
SU (2).

@ALF 17 201808281819 CCO
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3 ECUACION DE DIRAC

Box 14 - Repaso de SU (D)

Buscamos algebra de Lie. Los generadores son las matrices de Pauli. No entiendo el repaso que estd haciendo.
Los autoestados son de la forma |j,m) tales que

Jz |j,m) =m|j,m)

Casimir J 2. B
L2 ljym) =5 (G + 1) |3,m)

Guia 1, ejercicio 14

Queremos ver cudl es el efecto de hacer un boost sobre un espinor cuando estamos usando la representacion quiral. Cuando
anoto una sarta de ecuaciones sin ningin comentario significa que no entiendo.

U () =S (A)y (A'e)

con .
S(A) = e zwm ™"
con
I i[v" V"]
4 )
i 17 v
= 5 O ="
Para p#v={y* "} =7 = = %’Y“’YV

sii = Ly

Ji = ceipgx?
25
_ l%qusmk o
2 2 ok
1 ot
=3 o
YW 5 A, B
- 1l 0O — 110 0
A‘ﬁ[o o] B‘E[o a—]
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4 GUIA 2 - FORMULACION LAGRANGIANA

i

S(A) = etewn
ei(aq-, Ji+PBiki)

algo 0
0 algo
_ [algo , [algo’
=[8-S
4. Guia 2 - Formulacién lagrangiana

La formulacién matemética del lagrangiano se conoce como “jet”.
Supongamos un lagrangiano que depende de un tnico campo ¢. Entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange son

0(5%%) oz

don 06 "
que se anota en forma compacta
5 ( 0.4 > 0z,
"\ 9(0,9) 99

B ( 9L )
RICH . . .
% — No es una derivada parcial sino una total
4
No sé por qué se lo anota asi y no asi
d 0L

9(9,.9)
dxt

O quiza no entendi nada. Creo que seria mejor anotar

0% 0%
“ (5) ~ 56 =°

Consideremos el lagrangiano de Klein-Gordon

1 m?
Lxa = 50"¢p0up — —¢°
2 2
Para obtener la ecuacién de Klein-Gordon aplicamos Euler-Lagrange: primero calculamos:
02 _
oo
2L

Para calcular el término 3 3 primero vamos a escribir al lagrangiano en una forma en que sea evidente que depende de esto,
"
asi

,m2¢,

1 2
i = 5 00000 — 5o
_ (09)° — (0:0)" — (0,9)" = (9:9)" _m®
2 2

Entonces vemos que

0L

—or

ou0 ¢

(me parece que en realidad es a(%%‘ib)).

Por dltimo calculamos la ecuacion de Klein-Gordon

0, (0"¢) — (—m?¢) = 0
(00, +m?) o =

@ALF 19 201808281819 CCO
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4 GUIA 2 - FORMULACION LAGRANGIANA

Caso complejo Cuando tenemos un campo de Klein-Gordon complejo lo que tenemos que hacer es modificar el lagrangiano
asi:

&L =(0"¢") (0u9) — m*¢" ¢

Hay dos formas de operar ahora:

1. La forma directa de operar es considerar que ¢ = ¢ + i y entonces tenemos dos campos independientes ¢ y ¢,
aplicamos Euler-Lagrange a esos campos.

2. Una forma media rara es considerar que ¢ y ¢* son variables independientes y aplicar Fuler-Lagrange a ellos directa-
mente. En realidad no son independientes ya que si ¢ = 86e3’ entonces ¢* = 86e~3, pero bueno. Parece que el truco
funciona.

Lagrangiano con una interaccion Consideremos que
1, m?
Z = 58‘ ¢8u¢_ 7¢ - F(¢)
donde F (¢) nos da el potencial, por ejemplo F (¢) = ¢*. Debido a que %8“¢8H¢ es la energia cinética y todo lo demés es el
potencial (recordar que £ =T — V') entonces le ponemos el signo negativo explicito afuera de F' y elegimos una F' acotada

por debajo.
A partir de este lagrangiano obtenemos la siguiente ecuacién de Euler-Lagrange

M0up+m’o+ F' (¢) =0
Lagrangiano de Dirac El lagrangiano de Dirac es

L = Pin Dy — iy

L
Recordemos que ¥ = zj . Para aplicar Euler-Lagrange a este lagrangiano hay que considerar que % es un simple niimero,
(o
A
no un array de numeros (creo que en verdad el lagrangiano es un array de lagrangianos ¥ = §§ ). Ademads hay que
Z

considerar que

} — los consideramos independientes

El lagrangiano de Dirac se puede escribir en forma méas compacta como

L = ("0 —m) v

Debido a que v aparece simplemente multiplicando (no tiene derivadas ni nada) entonces lo mas facil es obtener la ecuacién
de Euler-Lagrange a partir de 1, es decir

Si calculamos la ecuaciéon de Euler-Lagrange para v vamos a obtener la misma ecuacién pero para 1.
Transformacion del lagrangiano Consideremos un cambio tal que se produce un cambio §¢ en el campo (d¢ es a primer

orden respecto al pardmetro de la transformacién). Queremos ver cuanto vale 0.Z. El hecho de haber “deformado” a ¢ en
0¢ induce un cambio en sus derivadas 0,¢ y es

0 (9u¢) = 0, (99)

105 RESUELTOS D
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4 GUIA 2 - FORMULACION LAGRANGIANA

Entonces la variacion del lagrangiano sera

0.7 0.7
0L = 0655+ 555
0.7 0L
- 0= sy 2%
0L 0¥ 0L
= 0054 000 <a<6u¢>) O (‘”’a(am))

—6PE (L) + 0, (Ma(%iﬁ))

donde E (.£) es una notacién comin para las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Simetrias variacionales En ciertos casos podria ocurrir que el cambio en el lagrangiano sea la derivada total de “algo”, es

decir

5.8 =0,F"

y en este caso se dice que d¢ es una simetria variacional. En este caso tendriamos que (juntdndolo con lo anterior)

0, <5¢a?ais) - F“) = §¢FE (&)

Si ¢ satisface la ecuacién de Fuler-Lagrange entonces aparece la corriente de Noether

07
JH = 6q’)7a @,9) — F#

tal que
0, JHax0

donde el simbolo ax significa “on-shell” y quiere decir “cuando vale la ecuaciéon de movimiento”. La corriente de Noether
satisface

/d% OuJ* ~ 0
/dSI' 30J0+/d3$ BZJJ RAJ

80/d3x JO +/d3x 0; 77  ax

Lo anterior nos habla de la conservacién de la carga
80@%0

Las simetrias de una ecuacién de movimiento son mucho mas amplias que las simetrias variacionales del lagran-

giano.
Ejemplo: transformacion de simetria variacional de Klein-Gordon real sin masa El lagrangiano es % = %8”(;58#(;5.
Consideremos la transformacion
0p=a

Es trivial ver que 0. = 0 lo cual implica que

0, F'"=0
y podemos “elegir”

Fr=0
Entonces la corriente de Noether sera
g 0L
9 (9u0)
= ad’¢

105 RESUELTOS D
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4 GUIA 2 - FORMULACION LAGRANGIANA

Entonces el teorema de Noether nos dice que

0, J" ~ 0
a0, 0"¢ ax

que es una gilada pues era la ecuacién de Klein-Gordon que ya la sabiamos.

Ejemplo: Klein-Gordon complejo Consideremos el lagrangiano & = (9*¢)* 8,,¢ — m?¢*¢ y la transformacién de simetria
¢ — e
con o € R. El cambio en el campo sera

5¢ = primer orden de ¢ — ¢

= ija¢
y
0" = —iag”
por lo que el cambio del lagrangiano sera
0L = ZL(9p+09) —Z(9)
—_——

a primer orden

= 0
Nuevamente (igual que en el ejemplo previo) podemos considerar que
Fr=0
y entonces la corriente de Noether es
JE = 090" T + d¢T Ot P

= iagpd"d* —iapd* P
= ia(¢0"o" — ¢70"9)

Ahora verificaremos que 9, J#a~0 (recuérdese que el simbolo ax significa “cuando se cumple la ecuacién de movimiento”, en
este caso Klein-Gordon). Entonces tenemos que

0, J" = 0,000+ ¢0,0 9" — 0,9"0"P — ¢*0,0"¢

~ 0

Lagrangianos invariantes de Poincaré  Nosotros estaremos interesados en lagrangianos invariantes de Poincaré. En parti-
cular la ecuacién de Klein-Gordon es invariante de Poincaré pues si ¢ (z) es solucién, también lo es ¢ (Ax + a).
Consideremos la transformacién de Poincaré
x—=>Ar+a

Para ver cémo se modifica el lagrangiano £ necesitamos la transformacién a primer orden
at — gt et

Cuando ¢ es constante es una simple traslacion. En otros casos £ es otra cosa, como en un boost. “Suele ocurrir” que el
lagrangiano se modifica asi

0L =0, (£'2)
y
o = &0,
En este caso la corriente de Noether sera 5.5
JF=0p—— —E*ZL
5@ °
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Ejemplo: simetria ante traslacién temporal Consideremos la transformacién dada por t — ¢ 4+ a. En este caso &* =
[a 0 0 O] = adé*y. Entonces d¢ = ad*¢0,,¢ = alod
Teorema de Noether

Dada una simetria continua de S entonces la ecuaciéon de Euler-Lagrange serdn proporcionales a 0J,j*. Entonces si se
cumplen las ecuaciones de Euler-Lagrange resulta que

0,7" =0
siendo 9.9
jHaw® = WM — ", L Ax”
A¢y = 57" (wa) dr (Az) = ¢y (2)
¥ = Az

x/l/ =z —‘r—A{EV

1
2V =2’ + 2Wo (MP7YH, 2

Ejemplo: Klein-Gordon, simetria de Lorentz

1
le — I,l/ + 5“}1)0 (MPCT) ltul,u
(MPU) #U — 7710#50’} _ 770#6911

1
x/u =¥ + inU (npﬂ(sou _ ,'717#5!’”) v

B0 = o (a4 g ()Mt ) < (o)

Q

1
ami (MP7)F 2" w e
L= 0,6°0"6 — m*6%

0L 0L
P = AP+ ————AP* — LA
J r 0(0,9) ¢ 0(0,0%) ¢

= o [046° 0505 (MP7) i + 0400305 (M%), — (056°0%0 — mP0°6) 5 (77) "

5. Guia 3

5.1. Introduccién
5.1.1. Repaso de oscilador arménico cuantico

El oscilador armoénico clasico unidimensional se puede pensar como una teoria clasica de campos en una dimensién. La
dimensién es el tiempo. Para cada tiempo vamos a tener un valor de x (¢) que representa nuestro campo. La ecuacién de
movimiento para este campo es

P4+ wlr=0

con w > 0. Las soluciones, como ya sabemos, son
x(t) — Aezwt + A*e—zwt

Variando la parte real y la imaginaria de A logramos cualquier condicién inicial.

)5 RE DE
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5 GUIA 3

En el caso cudntico vamos a usar el picture de Heisenberg en el que
T (t) _ @e—zut + @Tezwt

donde el operador z (t) es la solucién de la ecuacién

5.1.2. Klein-Gordon

Ahora vamos a aplicar lo mismo que Heisenberg pero a los campos. Tenemos un campo que satisface una ecuacién

(D2 + m2) o (t,z,y,2)=0

y vemos acé la analogia con el oscilador armonico:

(38; +w2>x(t)—0

La solucién clasica para Klein-Gordon es
¢ (2) = / (4 (k) ™o a7 (k) e=*"ex ) @

El hamiltoniano ahora es s
_ [ 2 2 2.2\ 53
%*/5 ((50¢) +;(8i¢) +m7¢ ) d’z

Usando el momento conjugado

dot 0L
0(00¢)

= =0
vemos que el hamiltoniano es
3
1
A = / 3 (wQ +m2¢® + Zl (8@)2) 3
Vemos que la densidad hamiltoniana es

3
7r2+m2¢2 =+ Z(az¢)2

i=1

y reconocemos una reminiscencia del oscilador arménico unidimensional cuyo hamiltoniano era ~ p? + w?z? . Aqui tenemos
términos adicionales de acoplamiento entre puntos vecinos del espacio del campo. Por ello se dice que el campo de Klein-

Gordon son infinitos osciladores armoénicos uno al lado del otro y todos acoplados.
El campo en términos de creaciéon y destruccién es
_ i @eikx + @Te—ikx dSk
(2m)"* V2w
1 ) ) W
T = . /(@ezkx_ @Te—zkx) k d3k‘
(2m)"” - V2

(hSH

Las relaciones de conmutacién son

[ax, @ ] =dop (k- k)1
|:¢)(£C,t),ﬂ'(l’/,t)i| =1i0p (:z:fx’)

El hamiltoniano cuantico es la versiéon cuantica del clasico que vimos hace un rato

/: (8,@)2 +Z (6@)2 +m2g?: dx

N

@ALF 24
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Cuando se hace “orden normal” lo que hay que hacer es mandar todos los @' hacia adelante y los @ hacia el final,
olvidandose de la relaciéon de conmutacion. Por ejemplo

:@@T:: t

S]]
IS]

Se puede decir de manera més formal y bonita, pero si vamos a los fierros sélo hay que dar vuelta los @ y los @ .
Para poder analizar mejor este hamiltoniano usamos la identidad de las transformadas de Fourier que es
[r@at o~ [Fog-n d
donde f y g son las transformadas de Fourier. Usando esto se termina llegando a la expresién
H = / wi, G | ag d°k

Si no usadbamos lo de orden normal nos quedaba que J# = [ wy, @T ag d3k + % donde ese oo es el andlogo al % del oscilador
armoénico comun.
Para el momento lineal, la cantidad asociada a la conservacién para las traslaciones espaciales, es (caso clédsico, guia 2)

i [ 9.09%Z g3
p—/@zq’)aﬂbdm

Haciendo todas las cuentitas
p= / kag '@ d’k

Energia del primer excitado Consideremos el estado |1) = @T |0). Para encontrar su energia hacemos

Hag'|0) = (&' + [, a'])|0)
= [, ax']|0)
= wkak ' |0)

En consecuencia |1) = @ ' |0) es autoestado de S con autovalor wg.
El segundo excitado Debido a las reglas de conmutacién sabemos que
@' aw ' [0) = aw @z o)

con lo cual las particulas parecerian ser bosones ya que no importa en qué orden se crean. La energia es

2 @ Tagt|0) = (wr +wr) @ Tax T [0)

5.2. Cosas

Por qué la funcién de un punto no se usa? Es decir

(0 ¢ () [0) =?
i _ 1 = —ik — 1t ik d’k _ 2 . . (.

Si usamos que ¢ (x) = ' [ (age ™ + ag Tet ) oo donde wg = y/m?2 + | k|”. Haciendo la cuentita es ficil ver que
se anula.

Una cosa importante que se usa mucho en campos es la funcién de correlacién dada por

(0] ¢ () ¢ (y) |0)

\08 RESUELTGS
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Parece que con un teorema que vamos a ver se tiene que una funcién de N puntos se puede siempre reducir a una funcién
de dos puntos. Vamos a hacer la cuenta

F(z,y) = (0] ¢(z) o) [0)

A3k P>E
2/ wrwy

zkye ik'x 0‘ ak’ ak: |0>

ik(y—az) & &’k
ka

1 / etk(y—x)
(2m)° W

F(z,y)=H(z —y)

.

de donde vemos que

Para seguir con la cuenta podemos distinguir dos casos:

z=(t,x
1. Si { t’ ) es decir que estan al mismo tiempo, tenemos que
y=0y

HY( ) 1 / eth(y—z)
xr — =
Ve e

x
2. Si { (ta,y)’ o sea en el mismo lugar pero a distintos tiempos, tenemos que
Yy = (l2,

/ Zwk:(tg tl
(2m)° VK |+ m2
Los dos casos anteriores sumados al hecho (que atin no vimos) de que H (z — y) es invariante frente a transformaciones de

Lorentz hace que siempre para dos z,y cualesquiera se pueda elegir una transformacion de Lorentz tal que reducimos el
problema a uno de los dos casos anteriores.

Prueba de que es invariante de Lorentz Hay dos formas para ver que H (z —y) es invariante de Lorentz. La
ik y—2)

primera que es la mads fierrera es meter una transformacién en (27‘r s [ —= N d3k y verificar que queda invariante. Para
ello hay que verificar que

d3k

Wi

es invariante. La otra forma, mds elegante, es la siguiente. Consideremos una transformacion de Poincaré (A, a) tal que
x — Ax + a. Queremos ver que

9z +a) = U ' ¢@) Una)

donde Uy q) es un operador unitario que genera la transformacién (del mismo modo que Uy,. ¢, es la evolucién temporal).

Vamos a tener que

Ura) = o1 (B Era”)

siendo Py = A lo cual nos recupera la traslaciéon temporal. Una consecuencia de todo lo anterior es que
Ur,a) 10) = 10)

Veamos ahora que la funcién de dos puntos F' (z,y) es invariante. Para ello calculamos

F(Az+a,Ay+a)

Il
=
<

=

g
+
&
<

=
<

+
S
e
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5.3. Algo de funciéon de dos puntos

Habiamos visto que (0| ¢1 (22,1) ¢2 (x2,t2) |0) era un invariante de Poincaré. La expresién del campo es (recordemos)
R
(b / 3/2 (: ikx + ak 6 zka:)

donde [@, @T] =dp (k — k’). Ademaés tenemos las soluciones de frecuencia positiva y negativa dadas por

Bk 1 ke
¢+:/—3/2—@*e *
(2m) 2wy,

- dgk 1 — ik
") e v
No estoy seguro de por qué anoté lo siguiente

(0] ¢7 (z1,t1) ¢35 (2,t2)|0)

(creo que es lo que termina quedando luego de hacer la cuenta). Ahora anoté lo siguiente

3
/ d k/2 T <0| a(q) al (k) |0) o—ilkez—qa1)
[a(q) . af (k)]

dgk 1 7ik~({1?27{131)
(21)° 201

Ahora queremos ver que esta integral es invariante. Hay varios trucos (como vimos la clase pasada). Uno de los trucos es

hacer k1 d*k 4 .o 9 0
/WM:/(%)?,@ (K —m?) 05 ()
Tres casos
<0 — Spacelike
(29 —21)°{ >0 — Timelike
=0 — Lightlike
donde

(2 — 21)” = (w2 — 21) " (22 — 1) "Ny

Vamos a resolver el caso spacelike. Lo que estamos viendo es del libro de Greiner cuando analiza la funcion A;. Entonces
vamos a calcular

3k
WQ e / d ielk (mQ—ml)
(2m)° 2
1 1 2 A iy 9 €i|k\|x7y|c059
= - [ d /d@ Sin@/d kl k| ———
(%320/ g [ e

B /dk|k‘|bll’l (klz—yl)
27r2|x—y| VEZ +m?

m 1 Vi . .
= (271-)2|$—y|/dt sinh () sin (m |z — y|t)
0
m 1
= Wmfﬁ(mlw—y\t)

K creo que es una funcién de Besel o algo de eso.
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5.3 Algo de funcién de dos puntos 5 GUIA 3

timelike

La funcién de dos puntos completa (que contempla los tres casos ¢ spacelike) es

lightlike
_ 1 0\ s+ (,2) ™M 2 ie (2° = 2
Wa= =2 ()85 (0%) U (o) Wi (ma2) s (o). (mVi2)] + {0 () K (m/=22)
| w1l a>0
donde z? = ztz,, siendo z* lo que antes llamamos z — y y € (o) = { 1 <0
-1 «

Los griegos y los latinos inventaron muchas letras, cada una en su formato maytsculo, mintsculo, cursivo, impren-
to, etc. En total deben haber mas de 100 simbolos distintos disponibles. Y a todo lo llamamos de la misma manera,
x se usé en lo anterior para 20 cosas distintas. Por qué!?!?

Ahora queremos calcular el conmutador
[9@), 0] = [¢7 (2),6" ()] + [¢7 (x), 0™ (v)]
= (0[[¢7 (x), 0" ()] |0)

La tultima igualdad es media trucha pues a la izquierda tenemos [¢ (z), ¢ (y)] que es un operador, que termina siendo un
operador del tipo algo x 1 con lo cual es como si el 1 no estuviera y sélo quedara el “algo”, y por eso decimos que es un
nimero. Pero es medio trucho.

@ (x),0(y)] = Walx—y)—Wa(y—=x)
= Az —y)

Guia 3, ejercicio 15
Tenemos por consigna el propagador
Afx—y) = —i(0]T(¢(z)¢(y))0)
= —i{0[[0n (" —4°) ¢ (2) & (y) + Om (v° — 2°) & (y) ¢ (2)] |0)

donde T'(...) denota “temporalmente ordenado” y lo que hace es poner a la izquierda a los de tiempo més grande (o sea
que los operadores terminan aplicAndose “en orden cronoldgico”). Obsérvese que nos quedé que A (z — y) es la suma de dos
funciones de dos puntos (las asociadas a cada una de las thetas de Heaviside. Es decir que

Ax—y)=—iOf (xo—yo) Wy (z —y) —iOp (yo—xo) Wa (y — )

Nos interesan los propagadores de que se obtienen a partir del producto T-ordenado pues son ttiles para describir
interacciones. Por ejemplo si tenemos un |inicial) y un |final ) vamos a calcular

(final| inicial) = (final| T' (¢ (1) ¢ (z2) .. .) |inicial)

Para saber cémo calcular esto vamos a usar el teorema de Wick

Teorema de Wick Relaciona el producto T-ordenado con el producto N-ordenado (orden normal). El teorema de
Wick para bosones es

T(1d2...dn) = :h1dg...dn:+ 3 N RN VU S SUOr SR
todas las contracciones simples

todas las contracciones dobles
donde
t P102¢304 = 103 : (0| T ($204) |0)

(los campos rojos se contraen entre si, no sé cémo hacer la notacién tipica en la PC).
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5.3 Algo de funcién de dos puntos 5 GUIA 3

Ejemplo Consideremos

T (pr1d2d30s) = : D102¢3¢s 1+ : P10203¢4 1 + : 120304 = + : P12 P34 : +
ot P P2 d3da tF D1 Paps fa

Los campos coloreados se contraen entre si.

iQué ecuacion satisface el propagador? Veremos que cumple la ecuaciéon de movimiento (Klein-Gordon) pero no homo-
génea sino que igualada a una delta de Dirac. Para ello vamos a calcular primer

iA(a?—y)

. i (0] [63 (2° —4°) (2) 6 () — 6 (4 —°) () 6 ()] [0) + ...

=i (0] [0 (z° — y°) oo (z) ¢ (y) + O (y° — 2°) & () Doo ()] |0)
= —id} («° —4°) 0 [6(2) ¢ (y) — & (y) & ()] |0) +

=i (0] [On (2° = 4°) D06 (x) 6 () + O (1° — 2°) 6 () Do ()] [0)
= —i(0] o), (2° =420 (@), 0 (y) 0) +

=i (0] [0n (z° = %) Do (z) ¢ (y) + On (1° — 2°) ¢ (y) Do ()] |0)
= —i{0][0n (2" —¢y°) 7 (2) ¢ (y) + O (y° — 2°) ¢ () 7 (2)] |0)

Ahora calculamos la derivada segunda

A@=-y) = =i(06, (2°=¢°) (x(@) W) — o @) 7 (@) 65 (2 = °) 7 (), 6 () 0)+ ...

= - —i(0| [0n (2" = y°) 2o (x) & (y) + Om (y° — 2°) ¢ (y) B2 ()] |0)

Ahora usamos que ¢ (z) satisface Klein-Gordon (93 — 92 + m?) ¢ (z) = 0 por lo tanto 93¢ (z) = — (—02 + m?) ¢ (x) con lo
cual

82
9 (20)?

Az —y) = =0p (x—y) (=07 +m*) Az —y)
y entonces
(0,0" + m2) A(z—y) =—dp (x —y) — EOM para el propagador

(EOM = equation of motion).
Si ahora aplicamos la transformada de Fourier

_ 1 4 A 67ikz
ING )(2ﬂ)4/dkA(k)

1 )
on (2 7/d4k e k=
D (%) @
Metiendo esto en la ecuacién

(Kam)AER =1 = AR =

Lo anterior estd bien para cualquier valor de k que no sea “on shell”. Para los casos “on shell” se tiene que las ecuaciones de
movimiento se satisfacen y entonces k? = m? y diverge. La forma de resolver este problema es modificar al propagador segiin

A (k) = lim ——————— No se sabe si el signo estd bien
€

(como el A es una distribucién entonces parece que al multiplicarlo por alguna funcién tal que no sé qué, el limite converge).
Ahora calculamos la antitransformada de Fourier

A( - lim —— / d4 — - e ikozoeik~z

e—0 (27)* m2 +ie
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6 GUIA 4 - CUANTIZACION DEL CAMPO DE DIRAC

Primero vamos a integrar en k° para resolver el problema de la divergencia (lo del limite ¢ — 0). O sea vamos a arrancar
calculando

oo
-1 .00 1 1 0.0
dko —ik 2" _ / dko —ik"z
/ k27m2+i€e kofwariékOwkafiée
— 00 R

El integrando tiene polos en k° = 4 (wy, — i€). Para hacer la cuenta vamos a usar el teorema de los residuos. Para ello tenemos
que decidir cémo vamos a cerrar el contorno de integracién, si por arriba o por abajo. Vamos a elegirlo en funcién del signo
de 2% (es lo que en la tedrica vimos como la prescripcién de Feynman). El motivo de esto es para evitar la divergencia de la
exponencial, pues

/dko P 1 1 e ik020 :/dko = 1 1 e iRe(kO)zOeIm<k0)zo
R R

wy + 1€ kO 4+ wy, — i€ wy + 1€ KO 4+ wy, — i€

Im(k:o)zo

Si queremos que e no diverja tenemos que modificar el contorno en funcién del signo de z°. Lo que nos termina

quedando es que

o0

/ dko ]&767’%020 _ @H (ZO)

—m?2 +ie

(—2mi)
2w

efiwk.zo + @H (720) eiwkz

— 00

(aqui ya hemos tomado el limite € — 0).
Ahora metemos esto en la expresién de A y obtenemos finalmente

‘ 3 3
A(z) = 72)3 O (°) /ﬁe*ik“““ +0Op (—zo)/ﬁeik“z“

(27 2wy,

donde ahora el k° estd sujeto a la restriccién k0 = v/ k? + m2.

6. Guia 4 - Cuantizacion del campo de Dirac

6.1. Campo clasico de Dirac

Recordemos el lagrangiano que era

Lpirac = ¥ (170 —m) Y
del cual se obtiene la ecuacién de Dirac
("0, —m)p =0
Esta ecuacion nos genera soluciones de frecuencia positiva y negativa

u (k) = Ne~th® ( ai )

uMm

. ok
v (k) = Neth® <W+€m )

€2

Sié= [&} lo escribimos como

& = 5(1)_,_5(2)
1 0
o]+ [

, (r)
u(r) _ Nefzkx |: a'-gk (r):|
w+m
o [ak g(r)
,U(r) _ Nezk:r |:w.2]§§) :|

entonces nos queda

re{1,2}
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6.2 Cuantizacién 6 GUIA 4 - CUANTIZACION DEL CAMPO DE DIRAC

donde €M) = Ll)] y €@ = E] y el indice r indica la polarizacién. Entonces una soluciéon general es

2
b (z) = / Z (b(” (k) ul™ +d® (k)v(r)> &k

Obsérvese que aqui no nos importa la normalizacion de ).

6.2. Cuantizacion

Ahora vamos a cuantizar el campo de Dirac. Para ello promoveremos a 1) a operador y entonces (ahora si importa la

normalizacién)
2
1 —ikx ) (1) r ikx m
P (x) = S/Z(bm(k)u“) (k) e=** 1 d® (k) o™ (k) e )\/:kdsk
r=1

donde u y v son arrays de cuatro nimeros y b y d son los operadores de particulas y antiparticulas, que NO son arreglos de
cuatro operadores sino que simplemente son “operadores comunes”. Obsérvese que 1 T # ). Los u y los v estdn normalizados

tal que
) (k) ul® (k)
7 (k)0 (k) = =6,

Il
>
S
w

Recordar que @ = ufy°. Ademaés

k,O
ufOye = S
m
]4}0

76%9
m

Q) (k) v(® (=k)=0

W) =

Tenemos el momento conjugado

0L
T =
9 (0nh)
= gl
(1
Los 9 (clasicos) son arrays de cuatro nimeros, es decir 1) = 22 . Cuando lo promovemos a operador, tenemos que
3
_ Y4
1 es un arreglo de cuatro operadores
Y1
= 2
i- |2
¥3
Py
La operacion de T sobre el operador se aplica asi:
——at
L2}
A e A U A7
Ys
Pa

Parece que la relacién de anticonmutacién que se obtiene para los 1 es

{wa (z,t), i (:c/, t) T} = ié%j (:B — w’) [ab]
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6.3 Corriente de Noether de Dirac

6 GUIA 4 - CUANTIZACION DEL CAMPO DE DIRAC

g 1
donde los subindices a y b denotan las distintas componentes %
3
ta
es medio un quilombo la notacién a esta altura)
{v@.iv@)T} = i(e@e@E@) - (@) e
12

. Obsérvese que lo anterior es una matriz, o algo asi (ya

) € matrices de operadores de 4 x 4

Se replican las reglas de anticonmutacién para los operadores de creacion y destruccion para las particulas y las antipar-

ticulas

b (k) , b (k) T

{

b= (k= k) [rs]

(€7@, dTH 1} =6 (k=) [rs

Los operadores b y d son “niimeros”, es decir que son un tinico operador y no son un arreglo de cuatro operadores.

Existen identidades que son

2
S ul (k) ay (k) =
N

22: v(®) (k) () (k)

donde } = k#y,,. Estas identidades se deducen de {

obtenemos

v(@), ()"

}

El hamiltoniano y el p son

6.3.

Corriente de Noether de Dirac

. Si reemplazamos v (x)

(5)
2m ) .
KM

2m

El lagrangiano de Dirac es invariante ante 1) — €@t por lo tanto segtin Noether tenemos una corriente que estd dada por

Py
La carga es
Q = [vlvds

Entonces el operador de carga es

SALF

32
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6.3 Corriente de Noether de Dirac 6 GUIA 4 - CUANTIZACION DEL CAMPO DE DIRAC

Guia 4, ejercicio 7

Queremos calcular el anticonmutador {1/Ja (z) ’EB (y)} donde a y f son subindices que nos dicen de qué componente del
espinor estamos hablando. Para ello reemplazamos los 1 por sus expresiones

dBk —ikx T ik
Y (x) = 3/2 \/mz ur (k) by e —l—vr(k)dnke )

_ d?’k .
Y (z) = Z Uy ( ke”“”—i—v (k) dr,ke_m)

3/2 /ko/m

por lo tanto

d3k

{7/1a (33) aEB (y)} = (2711_)3 \/m \/m Z [ U (q) {brk, blq} e~ i(kz—aqy) 4 vff (k) @f (q) {dik’ dsq} p
_ 1 (&% ik 1 [ Dk (k=)
(2)/ (E+m)as +(%)/ (Ftm)ase
Bk _
C L [ I (e o)

(2m)

Esto nos habla de la microcausalidad.

Guia 4, ejercicio 8
Vamos a definir al propagador de Dirac como
iSap = (0| T (Ya () ¥4 (y)) 0)

Ahora tenemos que tener en cuenta el signo que aparece por el hecho de que ¢ son fermiones. Esto es
T (¢a () P5 (y) = Ou (2° = 4°) Ya (2) 05 () —Ou (y° — 2°) ¥5 (y) Ya (x)
donde el signo — es la diferencia con respecto al campo escalar (o los bosones en general, creo). Entonces

d3k d3q

5 (q) e~ F=Fiay (0] b, (k) bl (¢) |0) + todas las combinaciones

= \

(k)

iSap = On (mo —y

Ahora hacemos

(016, (k) 0L (@) [0) = (0] {0, (k), bl (q)} |0)
= 67"56D (k - q)

por lo tanto

. _ o_,0 1 /d3k —ik(z—y) 0 _ .0\ (s 1 / &’k zk(:c y)
iSap =Op (2° —y°) (i +m) — @ | 2 e + 05 (y° —2°) (id+ m) @] %

Aqui vemos que esto tiene el aspecto de un propagador de Feynman del campo escalar pero sobre el cual actia el operador
(z@ + m). En particular es

0

iSap = (i + m)iAp (z —y) O = o — )

Obsérvese que en la cuenta anterior aparece un término adicional cuando “sacamos de factor comin a (zﬁ + m) 7, Parece que
ese término adicional es

P . 0 o oy 1 d*k —ik(o—y) _ ik(z—)
término adicional = ~7d0p (x -y ) o3 | o ( v _e Y )
0

(2m)°

{kozx/kQ—&—mQ

El integrando es impar
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7 GUIA 4B - PROCA Y MAXWELL

Ahora consideramos la transformada de Fourier de S
d*k efik(wfy)

Sop = (i#+m) / (@n) R —m? tie

_ / d4k R K+m
(2n)* k2 —m?2 +ic

(F+m) (k—m) = ~+"v"k.k, —m?
— k2 _ 2
K+ o7 — ie
(K +pi —ie) (K —m + ie)
Sa/g:(/é—m+i€)71

AN

El propagador siempre va a cumplir la ecuacién homogénea de la teoria que estemos considerando. En este caso la ecuacién
de Dirac. Es decir

Sap (z) = (if + m) Ap (2)
Si multiplicamos por (i —m) a ambos lados encontramos
(15 - m) Sap = — (8“(% + m2) Ap =0p(2)

Esto es otra forma de encontrar la relacion entre S,s y Ap sin hacer toda la cuenta previa.

7. Guia 4B - Proca y Maxwell

Son campos que describen particulas con
Proca Masa # 0 y espin 1. Se usa para los bosones W y Z.
Maxwell ~Masa = 0 y helicidad 1. Se usa para el foton.
Dado un campo, por ejemplo el campo escalar ¢, su masa se define como
k'k, = m?
Existe un operador llamado “operador Casimir” (que no tiene que ver con el efecto Casimir) que se define como
p"Pu=p"

tal que al aplicarlo a un autoestado con k definido nos da el valor de masa del campo.
La ecuacién de Klein-Gordon se puede ver como

(0,0" +m?) ¢ =0 = ~P"Pu 2

= —-m

[~
[

(no entiendo cémo le aplicamos el operador p? al operador ¢ ).
De la misma forma queremos encontrar un operador Casimir para el espin. Se lo define como

w" w, — Operador Casimir para espin

donde

E“ = ghvpo ?V ;pa
donde ¥ tiene que ver con los generadores del grupo de Lorentz (al parecer son operadores ahora). Parece que, en general,
w=p-J

que es la helicidad. Las deméas componentes son otras cosas.
No sé bien como llegamos a
whw,, = —m?J?
donde J? es el momento angular. Entonces de aqui despejamos J y conocemos el espin.
. Qué ocurre cuando la masa es nula? “Se puede ver que”

whp, =0
whw, =0
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7.1 Campo de Proca 7 GUIA 4B - PROCA Y MAXWELL

7.1. Campo de Proca

Es un campo “cuadrivectorial” (o sea que ante transformaciones de Lorentz transforma igual que un cuadrivector). Para
que tenga espin 1 tenemos que anadir una restriccién que es la restricciéon de transversalidad dada por

0,72" =0
donde Z (x) es el campo de Proca. Para entender por qué esto nos plantea una condicién de espin 1 consideremos la
transformada de Fourier

0,7" =0 £ k2" =0

por lo tanto k£ L Z. Entonces si nos vamos a un sistema en el que k sélo tenga componente temporal (y las espaciales nulas,
o sea el sistema en reposo) entonces vemos que Z si o si tiene que tener componente temporal nula y componentes espaciales
no nulas, con lo cual no serd invariante frente a rotaciones (como si lo serd k) lo cual nos habla del espin no nulo.

El lagrangiano de Proca es
2

1
jProca == 71F‘U,DFHV + %Z#ZM
donde F,, = 0,2, — 0,Z,. Esto se obtiene de
L =a(0,2,)(0"2") + B(0,2") +~Z, 2"
0,2 =0

La unica posibilidad, aparentemente, para los parametros a8y es tal que te queda el lagrangiano anterior.
La ecuacién de movimiento es

010, 72" — 9" (0, 2") = —m>Z"
Para verificar que esto satisface la ecuacién de transversalidad simplemente multiplicamos 0, y entonces
DD D7) — DLIND I = —m0, 2"

por lo tanto cumple 0,27 = 0.
La solucion general de Proca es

3
Z" (z) = /Z (¢ (k) e~ 4 complejo conjugado) d°k
A=0

donde los ¢§ (k) son (cuadri)vectores linealmente independientes. O sea, para cada X se tiene un cuadrivector. Lo anterior
cumple O02Z# + m2Z* = 0. Ahora falta imponer la transversalidad que resulta en

5 (k) k=0

lo cual restringe que sélo pueden haber tres A € {1,2,3} linealmente independiente. Para ello consideremos un k* que sélo
es temporal. Entonces sélo podemos encontrar tres (§' (k) que sean ortogonales que son los versores espaciales. Entonces en
conclusién la transversalidad nos restringe las polarizaciones

3
ZM (z) = /Z (C/’\L (k) e~ 4 complejo conjugado) >k
A=1

a s6lo tres componentes.
Luego de hacer la cuantizacién y no sé qué més parece que la expresién final del (operador) campo de Proca es

3

- 1 oy ik V) i) Pk
B n 1kx T 1 ikx

Z \/%3//\21(% N (k)e +a 'Y (k)e )\/m

y se imponen las relaciones de conmutacion

(o 7] =6 (- )5
El momento canénico conjugado es
0L

= =
9(90Z,1)

Lo
'z —orz’
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8 CUANTIZACION CANONICA DEL CAMPO DE MAXWELL

Un problema para cuantizar es que II' = 0 y esto no nos permite imponer condiciones de conmutacién para las componentes
nulas con una delta de Dirac. Entonces las relaciones de conmutacion las vamos a imponer sobre las componentes espaciales

| 2] (@) 5| = idp (= ') by

Existen relaciones de completitud para los ¢ que son

Esto se deduce de

8. Cuantizacién canénica del campo de Maxwell

Cuando hay una invariancia de gauge tenemos una indeterminacién en la dindmica, siempre. El motivo de esto es que a
cualquier solucién A,, de las ecuaciones de movimiento le podemos sumar cualquier cosa de la forma 0, A, es decir

A, = Ay +0,A

donde A es cualquier funcién del espaciotiempo. La invariancia de gauge hace que para cualquier condicién inicial [A,|,_,
tenemos infinitas soluciones A, 4+ d,A con A cualquier cosa. Esto significa que el hecho de especificar cuanto vale A, y Au
a t = 0 no alcanza para especificar la solucion.

El lagrangiano del campo electromagnético libre es

1 v
Dg/ﬂ - _EFMVF#

con F,, = 0,4, —0,A,.
0% 1

= —Fl“/

OF,, 4

24Y — 9¥ (0,A")=0
Para la componente y =0
8“5'“140 - (0,A") =0
(00)> AY—T5)7 A° — (9;)* A — 0°9,A% =
Esto es un vinculo
V-E=0

Hay otro vinculo que es

0L
-~ __—0=T11"
99,49 "

que es el que ya habiamos encontrado en Proca. Recordemos que en Proca

024° — 9° (0,A") +m?AY =0

de donde podiamos despejar A° en términos de las otras. El problema del campo electromagnético es que m? = 0 por lo
tanto no podemos despejar nada. Lo bueno es que como tenemos libertad de gauge podemos usar el gauge de Coulomb tal

que
V-A=0
A’ =0
Entonces directamente nos olvidamos del A°. El problema de esto es que no es invariante de Lorentz pues A° = 0.
Vamos a usar el gauge de Lorenz (creo) en el que

9, A" =0
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8.1 Gupta -Bleuler 8 CUANTIZACION CANONICA DEL CAMPO DE MAXWELL

8.1. Gupta -Bleuler

Las ecuaciones de Maxwell son
2 A" — o+ (0,A")=0

Lo que proponen Glupta-Bleuler es cuantizar un campo tal que
024" =0

y luego de restringen los estados del sistema a aquellos tale que J,, A" = 0.

... El Lorenz del gauge de Lorenz es otro distinto que el Lorentz de las transformaciones de Lorentz?

Al decir que cuantizan (0?2 A* = 0 también es necesario especificar cuél es el momento canénico respecto del cual imponemos
las relaciones de conmutacién. Es decir, hay que decir cudl es el lagrangiano que da origen a [J2A* = (0 para poder calcular
el momento conjugado. Entonces vamos a tomar el lagrangiano de Maxwell y agregar un multiplicador de Lagrange de la
forma

FFE .,
ZGlupta-Bleuler = —T‘ + A (GMA”)2

donde A es variable. La ecuacién de movimiento que obtenemos es
—2F* |, £2A0" (0,A%) =0

Ahora nos preguntamos si existe algin A tal que -ZGupta-Bleuler N0s dé la ecuacién de Klein-Gordon?
Elegimos A = +1 (uno de esos dos, no recordamos cuél ahora) tal que nos quedan las ecuaciones de Klein-Gordon para
cada componente de A. El lagrangiano es

Z

1 v
—50" A0, A,

1 1
— 50" 40D, Ao + 50" A0, A,

Ahora calculamos el momento conjugado

07

M= =
9 (DoA,)

e imponemos las condiciones de conmutacion
(A, (2, 0), 11V (2',t)] =idp (x — 2') 6",

La solucién clasica es

A, = Z AQEﬁ (k) e~ 4 complejo conjugado
A=0

con k2 = 0. Vamos a elegir los ¢* tal que
= sean ortogonales entre si,
= 3 tipo espacio y no entiendo la letra.
= 1 tiempo.

= No entiendo la letra transversales.

(3) (B —
ee =0
e = (0,1,0,0) »

) y e®) 40  k 5&0)5(0)“ = 1. Entonces el operador de campo es
® =1(0,0,1,0)

Ahora elegimos los ¢ tales que {
€L3) O0r —

7 1 ° A —ikx d*k
L e (Bt 1)

Las relaciones de conmutacién para los operadores de creacién y destrucciéon son

[Q, @q = —1mwp (k - k'/)
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9 INTERACCIONES

El hecho de que para A = ) = 0 el conmutador es negativo, impone que deberan existir estados de norma negativa pues
nosotros queremos que @ |0) = 0 por lo tanto

(olaa’jo) = (0|-1+a'a|o)
-1
La idea de Gustave Laurer permite resolver este problema ya que hace que los estados con A = 0 y A = 3 sean estados no
fisicos (o sea, s6lo admite polarizacién transversal).

— 1

O Al = 3
V2T

Ahora imponemos la condicién de estado fisico que es

(0, A1) i) =0

donde el subindice “menos” indica que es la parte de aniquilacion.

A3k
V2w

/—i (a,(co)sfto)k” + a,(f)sf’)k“) e"tkT 4 (Idem pero con aT)

(W10uA" [) = (] (0,A%)_ + (0,4%) , |¥)
=0

Entonces lo que hacemos es pedir que esa cosa dé cero, el valor medio.

9. Interacciones

Clasicamente 1
L = 50u60") — m2 g — \p*
donde el tltimo término A¢* es una interaccién. Se obtiene la ecuacién de movimiento
¢ 4+ m2p 4+ 41> = 0
Existen soluciones comunes entre la ecuacién de interaccion y la de la teoria libre que es

o=0

Vamos a asumir que para t — +oco tenemos la solucién no interactuante. Luego interactian durante un rato y dejan de
interactuar.
Existe una teorfa que hace todo esto de manera formal que es la teoria de Haag-Ruelle (= 1960).

Vamos a usar el operador
2

il
B

P Py
cuyo espectro es un valor fijo para el vacio, luego el estado que tiene dos particulas tiene un 4m? como minimo cuando ambas

estdn en reposo, y a partir de ahi es un continuo. Esto surge de pensar p*p, sabiendo que los p* son timelike y que en el
sistema en reposo p°® =m y p' = 0.

9.1. Scattering
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9.1 Scattering 9 INTERACCIONES

Los estados inicial y final los vamos a asumir como estados de la teoria no interactuante.

9.1.1. Ejemplo \¢?

La interaccién A¢> es trucha y no realista, pero es mas did4ctica. Supongamos que el estado inicial es un estado con dos
particulas. Como ¢ € R es el campo real entonces tenemos un tinico operador de creacién. Entonces

|inicial) = ax, @, ' |0)
Nos vamos a preguntar la amplitud de transiciéon a un estado
|final) = @, ' ax, '|0)

donde |[final) no es el estado univoco al que va a evolucionar el sistema, simplemente nos vamos a preguntar: qué chances
hay de que termine en dicho estado? Es decir

P (Jinicial) — |final)) = | (final| inicial) |?
Para ello vamos a usar la matriz de scattering cuyos elementos son

(final| T | exp —i/ oy, APz |inicial)

R4

donde el hamiltoniano de interacciéon viene dado por

.13
%nteraccién =A: (b .

S]liT(/)\:gb3:d4x>+(2?2>\2T<//:¢

(final| inicial) — ¢\ (final| / : §3 s diz |inicial) 4 el ltimo término

Entonces

—

) ¢ (2)?: da da:’>

Ahora vamos a usar el teorema de Wick. Sin las integrales el teorema de Wick para el término

T(//: ¢(2)% ¢ ()% dxdm’)

(0] @@T(cb(x) ¢ (x) ¢ (x) ¢ (2) ¢ (2') ¢(a:’)) Uk, Ty ' |0)

Para ntimero impar de operadores sabemos que Wick nos dice que va a dar cero. En este caso tenemos seis operadores con
lo cual podria ser no nulo. El término T’ ( IR o3 d4x) es nulo pues tiene 3 operadores.

es

8

Ahora vamos a aparear a los campos con los operadores @ y a@'. Vamos a aparear asi:

(O] Ghy gy T ( ¢ (z) ¢(x) ¢(z) ¢ () ¢ (2) ) @T |0)

Otro apareamiento posible seria

O] Gry g, T ((f)(i) o(z) ¢(x) ¢(2') ¢ () ) ar, | ]0)

(lo que anoté con colores es lo que normalmente se anota con las lineas uniendo a los campos, pero no sé cémo hacerlo en
Latex). Ahora calculamos cada una de estas contracciones (apareamientos, asociaciones, etc)

' f == —ikix
O] T 10 == G
<O‘ (A ¢($) ‘0> = ... = ! 1 ezk3z

Entonces tenemos que el primer conjunto de apareamientos

(O] @y ar, T ( ¢(z) ¢(x) ¢ () ¢ (2) ¢ (2) ) @T |0)
105 RESUELTS D
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9.1 Scattering 9 INTERACCIONES

es

4 —ik(m—z’)
1 e—iklac/e—ikgac/eik3aceik4x 1 /Ze d4k3
(27T>3/2 V 2wk, /20y \/ 2k /201, k2 —m?2

Una de las integrales seria
/ eihatha=k)e gy = (2m)" 63, (ks + ks — k)

/efi(kﬁrkz*k) d*e’ = (2n)* 6% (k1 + ko — k)

Luego de integrar

Lo N e [ (k= ks — ka) S (k — Ky — k2)
<;I:[1 m) <(27T)3/2> (27T) (27T) / (27r)4 (k2—7n2) dk

Vemos que 67, (k1 + ko — k3 — k4) lo cual nos habla de la conservacién del cuadrimomento:
67 (k1 + ko — k3 — ka) = 0% (Kinicial — Kfinal)

. Esto es la expresién final para este término del desarrollo.
Ahora vamos a hacer la misma cuenta que recién pero en términos de diagramas de Feynman. El apareamiento

(O] Ghy gy T ( ¢ (z) ¢(x) ¢ () ¢ () ¢ (2) ) @T |0)

8

es equivalente al diagrama

4

El hecho de que cada uno de los nodos internos tenga tres patas tiene que ver con que son ég. Ademiés, hay dos nodos

83

internos porque hay un ¢ (z) y un ¢ (Jc') . Ahora agregamos los momentos
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#de vértices T #de caras #de lineas internas — 1

Usando eso se termina obteniendo que
4) 1_#de caras=loops

(2m)

y en este curso NO VAMOS A VER DIAGRAMAS CON LOOPS pues requieren normalizacién. Por lo tanto a cada pata
externa le agregamos (27)".
Ahora vamos a hacer el diagrama de la otra contraccién, es decir

(0l @, @, T(0(2) 0(2) 6(2) 6(2) 6 () ) @)

que es

Debido a la conservacién de momento es lo mismo usar el celeste o el rosa.

Existe otro diagrama que es el siguiente:
\\%’\ Ny

Ly

Un diagrama posible hubiera sido

A 3

®e— —6

-

correspondiente a la contraccién

0 o 1 7 (6@ 60 0@ 6 () 6 () 0(2) ) i’ 7w )

El tema es que este diagrama lo descartamos pues se van al utilizar la normalizacién

(final| S [inicial)
(0] S o)

ya que (0| S |0) incluye todas las burbujas de vacio.
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10 FEYNMAN RULES AND SCATTERING PROCESSES

10. Feynman rules and scattering processes

Consideremos un hamiltoniano de interaccién
jf:f}\/:a?’:d;’x

Entonces si nos definimos un estado inicial

{ i) = @&, '@k, " 10)

o) = T, ' Gx; ' [0)

Lo que nos interesa calcular es B
(f,out|i,in) = (f,in| S |i,in)

No tengo idea qué cambia entre | f,out) y |f,in).
S =T <exp <i/\/: %3: d3z>)
= 14T

y vamos a querer calcular el T, creo. E1 T no es sélo el término lineal, sino que son todos los términos menos el primero.
A primer orden lo anterior da cero (creo) y a segundo orden da

(_;)‘)2 (0| @y ary T (/ d3x/ Py o)’ 9(y)?® 3> T, ' T ' [0)

A continuacién considerdbamos las contracciones que indico en colores:

E o) i, ([ @[ @ 5w ewow =06 0w ) a0 o

017 (6.0) @, ') 10)

43 ) )
(o|T /7(1 (@e‘“”’ + chTe““’) Tle |0)
( %q Yq alio¥

- 2m)? 2wy,
= ;e_ikly
(27)% 2wy,
<0|T( (x) @)|O> = propagador

1 —ik(z—y)
— . / d*h— :
(2n) k2 —m?2 4 ie

. N

. (_Zf)2 1 1 d*k —ikyy —ikoy iksz iksx —ik(z—y)

1 TD i) = / . /dy/dme“yelwelﬂel”ez””y
> L e

B (—z’f)zﬂ 1 1

2 ;
211/ (27) 2w (k1 4+ k2)” —m?2 +ie

2m) 6 (ky + ko — ks — ka)

donde T2 es “T a segundo orden”.

Ahora vamos a traducir esto en diagramas y vamos a usar las siguientes reglas:

1. El propagador T (¢ (z) ¢ (y)) se representa por una flechita que une los vértices x e y.

2. Las interacciones son \.

3. Factor ﬁ por cada linea externa.
) Wi
1.6 (S k)
06 SIS |
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10 FEYNMAN RULES AND SCATTERING PROCESSES

10.1 Reglas de Feynman en QED

] Vértices—Lineas internas

5. [(277)4

6. Factor de simetria.

Otro ejemplo: campo escalar real Consideremos ahora el lagrangiano de interacciéon .£ = )\é‘* y consideremos los mismos
o i) = @, ' ' [0) . —, -
estados inicial y final P . Debido a que ¢ “ entonces cada vértice va a tener 4 patas.
o) = ks "y ' |0) -
Entonces el diagrama de orden més bajo sera

1~

2

y usando las reglas de Feynman el término asociado sera

1 4 :
—————=—(2m)" Op (k1 + ka2 — k3 — ka) (—iX)
i];[l \/ (27)? 2wy, P

Otro: campo escalar complejo Consideremos ahora lo mismo que en el ejemplo previo pero con el campo escalar complejo.

¢ (y)

CREO que el lagrangiano seria A (@‘L %)2 El propagador ahora sera
propagador = (0| T ((b (z) 1 ) |0)

Ahora lo vamos a representar con una flecha que va siempre desde el campo dagado al campo sin dagar.

X—>}

10.1. Reglas de Feynman en QED

Recordemos el lagrangiano que era

Zaep = (id —m) ¢ — i (Fun)® — epy" Ayt

[ Cudles son las reglas de Feynman para esta teoria?.
017 (o (@) 95 ) ) 10)

i
J—m+ie

Propagador de Maxwell
(017 (A, (@) A, (@) ) [0)

201808281819 CCO
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10.1 Reglas de Feynman en QED 10 FEYNMAN RULES AND SCATTERING PROCESSES

AVAVAVAVAVAV

Vértice

—iey"

Campo de Dirac

Regla para particula entrante b'.

b ()[0) = [ g urkr)e“”
{0 9by. (k) 10) <(2W)3\/m (k)

Por cada b entrante lo que tenemos que poner es ese factor que aparece entre paréntesis.

. Qué pasa si tengo un df entrante?
oy (k)
\/ (2m)° kofm

bl (k) saliente (0|b, (k)

T

1/ /fo/m

dl (k) saliente — vr (k)
(2m) ko/m
Foton entrante o saliente:
-
v/ (27)° 2wy
Compton El efecto compton es el escaterin
ey — ey

Vamos a usar las reglas anteriores para armar el diagrama:

gamma(lambda_2,k 2)

gamma(lambda_ 1,k 1)

(01 by (p2) 0 (ko) (D4” A, 6) (47 Ag ) aQ), (k1) bl (1) [0)
El término asociado a dicho diagrama es

11— o 1 1 1 1
gyt e (i) (ier”)

\@r)2 00 \ [ (20)° 02 m \ (27)° 200, 1/ (27)° 200,

S —jeyt) el U
p{—i—%—m)( ) e (k1) ur (p1)

Hay otro diagrama para el efecto Compton que es

105 ReSUELTS D
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e %

(k) —— o (i) (ko) uy (p1) — = - . =
Vg —m i V@) 00 \ [ (20)° 02)m 1 (2)2 200, 1/ (27)° 200,

Para terminar el efecto Compton a segundo orden sélo habria que sumar estos dos diagramas y listo.

%us (p2 ))ZX

Scattering de Moller

El proceso es
ee — ee

A A\
2 //\ eL 2 /\ &
El primero de los diagramas tiene el término

_ig/_w

U (para) v* (—ie) u (pa,r2)
(p1 — p3)

su (p3,73) (—iey”) u (p1,r1) x factores

y el segundo diagrama es idéntico pero con un signo negativo pues se intercambiaron dos fermiones y va a cambiar el momento
que lleva el propagador _
*Zg/_w
2
(p1 — pa)
11. Seccioén eficaz
Es un concepto que se define para procesos de la forma

1425344454+ N

es decir que colisionan dos particulas y se obtiene una coleccién de N — 2 particulas al final.
En campos la seccién eficaz la vamos a definir como la probabilidad asociada a la amplitud

MF<—I
entonces N
2)" B
44 /(U) o (k) 9 — i3 Hoenie,
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kr =k + ks
donde w; =1/ | k; |2 +m2y N . La matriz M selecciona cudles particulas iniciales y finales tenemos, por ejemplo
ke =Y ki
i=3

habrd una Mc+c- e+, habrd otra Me+.— _ctc-+, y asi. El hecho de que estamos integrando do para todos los momentos
d3k; implica que no estamos interesados en cudl es el momento que tiene cada una de las particulas finales, sino que sélo
nos interesa CUALES son las particulas finales pero con cualquier momento. Entonces vamos a tener un doa+ - e+ e-, Otro
AOete——sete—ry, ¥ asi.

La M que estamos usando hoy es basicamente la amplitud de la clase pasada pero sin NO ENTIENDO LA LETRA.

Recordemos de la clase pasada que
T (exp (— | o dt))

= 1+iT

[l
I

T ji = (2m)* 63 (kp — ki) Mpy H
(27T) ka

Lo bueno de acé es que la Mgy s invariante de Lorentz, mientras que el T ¢; aparentemente no lo es.

Ejemplo de invariancia de Lorentz Consideremos el siguiente diagrama:

By )
R

Sk b

Entonces

Umx

M X Uk, H”U o —
k3" Uk, (klfkg)z

Uk Viey >
Volviendo a la seccién eficaz, veamos cémo se calcula para un proceso
142 —-3+4

en el que todas las particulas tienen la misma masa (por ejemplo e”et — e~e™). Si nos paramos en el sistema centro de
masa entonces tenemos que

ki = —ko

Fy =Es

(2m)* L (kr — k1) | M | Hz 3 m que se puede pensar como

44/((k1)  (k2)#)2—m2m3

Entonces la seccién eficaz es do =

/f (k1. ko, ks, ka) 0% | ks + ks —k1 — ks | 6p (B3 + By — By — E») d°ks dky = / Ak f (k1 ko, k3, k3) 6 (B3 + By — By — E)

Ahora vamos a definir
E= E1 + Eg

Ademads como las masas son todas iguales entonces F3 = Ey (sino fueran iguales seria una funcién més complicada, pero se
puede poner E5 en términos de E4). Entonces

op (B3 + Ey — B — E»)

5p (2B, — E)

= 4 (2\/|k4|2+m2—E>
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entonces la integral previa se convierte en

/ d3k4 f(kl,kg,k4,k4) 5D (2\/ ‘k}4 |2 +m2 — E)

Si la evaluamos en coordenadas esféricas la podemos convertir en

o0

[ lial 2 7k e 6 (241 P 2~ B

donde dS2 = sin 6 df dy. Ahora vemos que el argumento de la delta se anula en

I
[ ka| = (2) -m?
9 2
24/ | k 2-F
i (2P )|
/d|k4|d9f(k17k2,k4,k4)5D (2\/k4|2+m2E>
0

Para calcular la M consideremos ahora el proceso

ey

y su derivada

= T
lka|=1/ (&) —m2 2

y entonces

f (k1k2k3k4)

2F
/ o 7\/(%)27_7712

5\2\
e

tal que el factor asociado es
SN2 P,
(_7’6) Ukg,557" Vky,51 Wkysy Y 1 Vks, 50
2
(k1 — k3)

(hay altas probabilidades de que haya copiado cualquier cosa en lo anterior, no logro discernir algunos de los simbolos del

M=

pizarrén). Si ahora queremos calcular | M |2 tenemos que hacer
2 1 02 2 2
Z 5 Z 5 Z Z 81752783,S4|

donde hemos promediado en s; y sz (pues consideramos que el haz de entrada estd en un estado mezcla) y hemos sumado
sobre todas las posibles polarizaciones de salida s3 y s4. Si bien parece que esto complica la cosa, en verdad la hace mas facil.
Consideremos un término

R 2 - NT—
|uk37ssﬁyﬂvk’1731 ‘ = (Uk1731)T (’YM)T (uksvss)T uk3,837uvk1,31

[ el
= Uky,s17 Uks,s3Uks,s37" Vky,s1

por lo tanto
> a uszyun
Sizl

Esto se puede pensar como la traza de una matriz. Para ello coloquemos en forma explicita los indices del producto matricial

que hay
2

S @) () (), (@), (), (), = S S0 (), (@) (7). (us) (@), ().,

s1=1 s3=1 s1=1 s3=1
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Acé no lo segui mucho, a decir verdad. Le quedd

2 2
Z Z Us1,klusl,k1’7 uS3k3uk3S3fy _t (V—!—m #k/_i,-m p)

2m

donde hemos usado las “outer product formulae” para los espinores. Ahora usamos propiedades de las trazas de las gammas

tr (y/") = 4"

tr (}?{ﬁg/) = 4(]61)“ (kl) m

tr (,yul,yuz . M2N+1) =0

Estas propiedades NO dependen de la representacion usada para las v*.

Seguimos con scattering

Recordemos que habiamos visto que en scattering nos interesaban los procesos en los que entran dos particulas y salen
dos o mas. Consideremos en particular uno
12 — 34

A la hora de hacer las cuentas conviene hacer el cambio de variables a las variables de Mendelson (o algo asi) dado por

s=(p1 +p2)2
t=(p1—ps)’
U = (Pl - p4)2

La conservaciéon del momento impone que
2 2 2 2
s+t+u=mj+m5;+msz+my

En el limite ultrarelativista se tiene que

s~ 2p1p2
t =~ —2pip3
u R —2p1py

Guia 5A, ejercicio 11

Vamos a calcular el proceso
e et s e el

Los diagramas de Feynman son

e e () 0 )
50 o) S0 S8
Diagrama de aniquilacién Diagrama de dispersion
Diagrama (1) Diagrama (2)
y las ecuaciones para cada uno son
M= () (=ier) o () 50T (e u o)

(p+k)
= ie*u (p')7 v (K) é@wu (p)
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Ahora calculamos ) )

- - M, + M, |2
251+1252+1Z| 1 M|

Si

Esta cuenta es un bajoén. Vamos a calcular

iz | My P Le (u ()" (k') v (k) vp u (p)> (u (P) Vo v (K)v (K')y*u (p’))

2
45 a4 agqaq Qai az a2a3 as
1e* ng m K —m ()
= —-——F 102 Yo —5——QA304 Y8 X .
4 52 2m azas 2m ajsay

donde lo que esta en rojo son los indices que se contraen al hacer la multiplicacién matricial.

Otra forma de darse cuenta cudles son las trazas sin recurrir a tener que anotar todos los indices es mirar los diagramas
y ver cémo se van armando las trazas. Hay que hacer una cosa de reflejar los diagramas de Feynman y recorrer los loops que
quedan, pero no entendi mucho.

Ahora usamos las propiedades de las trazas de las matrices de Dirac. Tenemos que

5o PRt (Y ey ) —mPtr (Yas)

" (M MW) N (27;)2

(2m)

Ahora para terminar faltarfa calcular los demds términos | Ms
Ahora tomamos el limite ultra relativista

TP = 5 (o) (68 + () (8) + 2 (K1) + i (k) + 2m)

2
|“ y los cruzados, creo.

m?2 =0

En el sistema centro de masa tenemos que

' =(E,p)

kt = (Ea _p)

P =(Ep)

k/i = (Ea _p/)
do et 1 1+ cos* 6 cost /2
— = (- (1 20 -2
dQY  64m22E2 (2 ( +os ) + no veo por el reflejo de las lamparas sin? 9/2)

En el limite no relativista
P =myv & muv

_ 1 N1+v2
7_\/1—U2N 2
E2—p2:m2
E? ~m?

E? —m?~m??

Recordemos que el diagrama (1) % y el diagrama (2) o % Veamos qué ocurre con ellos en el limite no relativista:
2
s = (p+k)

2m? + 2pk
2 (m2 +E?+ m21)2)
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2
t = (p-71)
= 2m? — 2pp’
= 2m? —2E? + m%?
Ahora no entiendo por qué pero parece que en el limite no relativista ¢ > s. En este limite la amplitud de scatering es

dfa_ et 1
dQ 1672 16v4sin 0/2
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