Apuntes de la tedrica de Fisica Tedrica 3
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1 REPASO DE TERMODINAMICA

1. Repaso de termodinamica

La termodindmica es una teoria fenomenoldgica, o sea que sale de los experimentos. Es empirica. En consecuencia no
puede estar mal, si violds a la termodinamica estds equivocado.

Parametro termodinamico. Son cantidades macroscopicas que estan definidas experimentalmente. Ejemplos son el volu-
men, la presién, la temperatura, campos eléctricos y magnéticos (macroscopicos).

Extensivos.

Intensivos.

En termodindmica clasica la temperatura es “lo que mide un termémetro”, y se define en forma experimental. No hay magia
en la termodinamica cldsica, no es energia cinética microscépica y bla bla bla.

Estado termodinamico. Estd especificado por el conjunto de todos los parametros termodinamicos que hay que explicitar
para describir el sistema.

Estado de equilibrio. Es cuando los pardmetros termodindmicos son constantes en el tiempo.

Parametros de control. Son los que “yo controlo”, yo elijo qué hacer con estos parametros para hacer que el sistema
evolucione de un estado al otro. Creo que seria, por ejemplo, la temperatura en una cacerola que esta sobre la hornalla.
Me parece que serian las variables independientes pero con un nombre mas bonito.

Ecuacién de estado de una sustancia. Es una forma funcional para todos los pardmetros termodindmicos del sistema.

Ejemplo
Supongamos un sistema con las variables P, V, T, entonces la ecuacién de estado es una forma funcional de la forma

f(P,V,T) =0 — Ecuacién de estado

Dicha ecuacién de estado define una superficie

e

~

Primer principio. Como nunca podemos recuperar toda la energia de cuando calentamos un cacho de agua en forma de
trabajo, entonces inventamos el calor para cuantificar la energia que perdemos. Se define entonces el calor, en forma
cldsica, como

Q ' O AT — Definicién clésica de calor
donde C es la capacidad calorifica. Cuando nosotros calentamos algo y no obtenemos trabajo a cambio (por ejemplo
una cacerola de volumen fijo y hermética) entonces decimos que dicha energfa se metié en forma de calor adentro del
agiiita.
El primer principio termina siendo entonces una ecuacion contable que cierra el balance de la energia

‘ AU = Qabsorbido + Wabsorbido — First principle

Calor especifico. (o capacidad calorifica) Se define como lo vimos en F4:

aet 0Q)
Cx = dTJX

donde X es un determinado proceso en particular.
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1 REPASO DE TERMODINAMICA

Proceso reversible. Cuando los procesos son reversibles entonces

’ dU = 0Qabsorbido + 0Wabsorbido | — Primer principio para proceso reversible

Esto no lo entendi mucho, yo tenia en mente que la forma diferencial valia siempre y cuando eran reversibles simplemente
teniamos la ventaja de que 6Q) = T dS y todo eso.

Como dU es un diferencial exacto (por ser el diferencial de una funcién de estado) entonces lo podemos expandir. Pero
necesitamos elegir algunos parametros de control en base a los cuales expandirlo. Por ejemplo, supongamos que el gas con
el que estamos jugando tiene dos potenciémetros que son uno para manejar temperatura y otro para el volumen. Entonces
esos son nuestros parametros de control y expandimos el diferencial de energia en el primer principio para obtener

0Q = dU+ PdV
ou ou
= —| dT — P)d
oz, a0+ (av), +7) v
Ahora no sé bien qué estdbamos haciendo pero mandé
0Q oU
., = | —— = C
6TJ v aTJ v

Este resultado (no trivial) nos dice que “la variacién de U respecto de T a V' constante necesariamente tiene que ser igual
a Cy para todo sistema fisico del universo”, y si encontras un sistema que no satisface eso entonces el primer principio no es
véalido. Ojo que si el 6W # —P dV entonces la forma de la formulita puede cambiar con mas términos.

Otra cosa que deducimos de ahi, sin usar nada de fisica microscopica, es que el calor es una forma de energia interna. La

U
oT

la variacion de energia interna. El calor entonces es una energia.
Si consideramos ahora como variables independientes a U = U (P, T) entonces al expandir el dU en primer principio
obtenemos

igualdad %J v Jv nos dice que la variacién de temperatura producto de que metimos calor en un sistema es igual a

U oU oV oV
5Q = aPJTdP+ GTJP dT+P<8PJTdP+ MJPdT)

donde también se expandié dV en términos de Py T'. Si ahora analizamos una evolucién a presién constante lo que hacemos
es

(SQJ N 8UJ v
P T | p

iy +P8TJP:CP

Este creo que seria otro resultado universal que tienen que satisfacer todos sistemas del universo, o bien la primera ley es
falsa. Ojo que si el W # —P dV entonces la forma de la formulita puede cambiar con mas términos.

Segundo principio. Siempre que soltamos un cuerpo, éste cae y al golpear el piso se calienta un cacho y se queda ahi.
Nunca jamaés se vio a un objeto que esta en el piso enfriarse y luego subir. Tenemos los dos enunciados que son:

Kelvin. No existe ninguna transformacién termodindmica cuyo tnico efecto sea extraer calor de una fuente y lo
convierta completamente en trabajo.

Clausius. No existe ninguna transformacion cuyo tnico efecto sea extraer calor de un reservorio mas frio y se lo
entregue a uno mas caliente.

El segundo principio prohibe ciertas transformaciones no prohibidas por el primer principio. Si alguien llegara a encon-
trar que alguno de estos enunciados se violan por algtn sistema, entonces ya esta, se acaba la termodinamica.

Fuente térmica. Es una fuente tan extensa que puede entregar y/o recibir calor sin modificar su temperatura.

Entropia. Se puede mostrar que el diferencial

ds = % — Entropy

es exacto.

Para recordar de donde viene el concepto de entropia, supongamos un ciclo de Carnot como el siguiente
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1 REPASO DE TERMODINAMICA

T1

Q2 T2

Como estamos en un ciclo cerrado entonces
AU =0

por ser una funcién de estado. Entonces, de acuerdo con el primer principio,

unc puedo extraer — Ql + QQ

donde le metimos el signo a Q2 < 0.

Por otro lado, como el gas es ideal entonces U = U (T') entonces en las isotermas se tiene que W = Q. Entonces

VB
o - WAﬁgz/Pdv
Va
v

Va

VB
NkgTiIn | —
BL1 D(VA>

Para ()5 se tiene lo mismo:

Q2 = Wesp

Vb
= NkgT)1 —
b 2n<VC)

Para cerrar el ciclo buscamos las expresiones en las adiabaticas. Sabemos que se cumple en una adiabética que TVY~! =
cte por lo tanto
TpVy =TV _ Cp
Tszil = TDV[’;il 7= CV
y para el gas ideal v = % Ahora si dividimos esas dos ecuaciones y consideramos que las isotermas nos hacen que

Tr=Tp y Te =Tp entonces sacamos dos relaciones bonitas para reemplazar en los logaritmos y obtenemos la tipica
expresion para el trabajo de la maquina de Carnot. Termina quedando

W = Q1+Q2

N]CB (T1 - TQ) In (‘/}3> v
Va

Observamos de este resultado que

@, @,

0 PERO!M =
Q1+ Q2 # T, T,

y esta segunda igualdad es la entropfia.

Esto no es una demostracién sino un simple caso particular que es el de la méquina de Carnot con gas ideal, pero se
generaliza como lo vimos en F4.

Teorema de Clausius. En cualquier transformacion ciclica X se satisface que

g

X

donde la igualdad vale sélo cuando X es una evolucién reversible.
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1.1 Consecuencias de la segunda ley 1 REPASO DE TERMODINAMICA

A partir de acd definimos la entropia como

(9]

B

¢ Q -
— — Definition of entropy
2 T un camino reversible

I8

S(B)— S (A)*=

No lo pude seguir bien pero tenemos que

B
S(B)—S(A)>/6QJ
2 T cualquier evolucién

v lo que nos dice esto es que si el sistema estd aislado, su entropia siempre aumenta o permanece constante.

Segundo principio mas moderno. No puede existir ningin proceso termodinamico tal que en un sistema aislado dismi-
nuya su entropia.

Qué es la entropia. En términos de la termodindmica clésica, la entropia es una medida de la cantidad de energia que hay
en un sistema pero que no se puede usar para hacer trabajo mecanico.

Ejemplo: Experiencia de Joule

Consideremos la expansién libre de un gas ideal (que necesariamente es isoterma, lo vimos en F4). El esquemita de la
evolucién es el siguiente

Isoterma

Vv

V1 V2

La evolucién verdadera es irreversible entonces no la podemos dibujar, hace un camino rancio. Como T = cte (esto es
experimental parece, o al menos es lo que observé Joule) entonces necesariamente (para gas ideal) AU = 0 y entonces segin
el primer principio tenemos que Q = W = NkgT In (%) donde W es el “trabajo que habria hecho el sistema si la evolucién
fuera reversible”.

La variacién de entropia es entonces

AS = ASgas + ASloaﬁo térmico
Q

= T —+ —|—ASbaﬁo térmico

— Nkl (Vz) + ASpuirsTarmico
1

donde el bafio térmico no es una fuente térmica (tiene masa finita) y su cambio de entropia es nulo porque no se intercambia
calor entre el gas y el baio §QQ =0 .

Entonces el aumento de la entropia representa ese trabajo bajo la curva que perdimos, que no podemos recuperar. Es
decir que

0

Wpcrdido =TAS

1.1. Consecuencias de la segunda ley

La segunda ley nos provee un diferencial exacto dS para reemplazar en §Q). Entonces podemos volver a hacer lo que
hicimos antes de expandir los diferenciales. Una de las expresiones que habiamos obtenido eran

ou ou
= — T — P
0Q aTJVd +(8VJT+ )dV
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1.2 Potenciales termodinamicos 1 REPASO DE TERMODINAMICA

por lo tanto, reemplazando 6Q) = T dS se obtiene

10U oU
dS—TaTJ dT+T<aJ +P)dV
\\,_/
Cy ﬁJ
\ , ov ]y
5%y

Como dS es un diferencial exacto entonces

dS es exacto = 0’5 = 05
* ovoT — 9TV
y por lo tanto en lo anterior se tiene que cumplir
o (LoU|y _ o (Lou| P
ovi,\r orl,)  or],\T ov]), T
————
5]y & 1r
1 02U _ _i 1 0%U 1 OP
ToToV 2 T8T8V T oT

. i ) au .
Nota 1: como U es funcién de estado entonces al hacer aT/J T (fTTJ V) no me tengo que preocupar con respecto a cual derivo

primero y cudl mantengo constante, es lo mismo hacerlo en cualquier orden. Si se sigue con el despeje y se acomoda un poco

entonces oU op
— =T — - P
avJ . 8TJ v

Si reemplazamos esto Ultimo en la ecuacién a la que le puse mas arriba entonces se obtiene

opP
TdS =CydT'+T 8TJ dv

Esta expresién también es de cardcter 100 % general y permite obtener el cambio en la entropia de un sistema a partir de
conocer su ecuacion de estado y su Cy. Son relaciones muy ttiles en la practica.
Si se toma a Py T como variables independientes entonces se termina obteniendo (haciendo cuentas similares) que

ov

Todas las ecuaciones que recuadramos hasta ahora son relaciones que deben ser cumplidas por toda teoria microscopica que
hagamos con la mecanica estadistica. Si no se cumple esto, entonces la teorfa microscépica estd mal o bien la termodindmica
estd mal.

1.2. Potenciales termodinamicos

Con la entropia estd todo bien pero sélo nos sirve (o algo asi) para sistemas aislados. Cuando tenemos sistema que no
estan aislados, entonces ahi usamos los potenciales termodindmicos.
De acuerdo con el primer y segundo principio lo natural es tomar

U=U(S,V)— Es lo més natural

Cuando Sy V son constantes el sistema esta aislado:

S = cte dS =0 TdS =0 Q=0 ) )
= = = = Sistema aislado
V = cte dV =0 —PdV =0 W =0

y en este caso el sistema alcanza el equilibrio cuando S es maximo (aunque si S = cte no sé cémo puede pasar, pero bueno...).
Los potenciales termodindmicos los obtenemos con una transformaciéon de Legendre, sea

[=f(zy)
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1.2 Potenciales termodinamicos 1 REPASO DE TERMODINAMICA

entonces
df =udr+vdy

Ahora tomamos
9 (u,y) = f(z,y) —uz
y esto implica que
dg = udr+vdy—udr—axdy
= —zxdu+tvdy
La cosa de todos los potenciales termodindamicos es que para todo sistema, abierto o cerrado, siempre tengo algiin potencial

tal que en el equilibrio dicho potencial se maximiza en forma compatible con los vinculos del sistema. Y esto sale sélo del
primer y segundo principio, sin entrar en ningtin detalle microscépico.

1.2.1. Energia libre de Helholtz

Se usa cuando queremos dejar fijos (o usar de pardmetros de control) a Ty V. Es decir, en U = U (S, V) nuestros
pardametros de control son S y V. Cuando la transformamos a F' lo que hacemos es reemplazar T por V. Y se define como

FEU-TS
y su diferencial resulta ser
dF = —-SdTI' — PdV — Parametros de control son T'y Vv

{Qué es la energia libre de Helmholtz? La energia libre de Helmholtz nos acota la cantidad de energia que tenemos
disponible, en una transformacién isotérmica, para hacer trabajo.
Para obtener este resultado vamos a analizar una transformacién isotérmica. Si T' = cte entonces

Q
= <AS
7S
Reemplazando esto en la primera ley
W < —-AU+TAS
< —AF
Esto nos dice que
Wméximo que le puedo sacar — —AF
Si ademas dejamos fijo el volumen entonces
W =
entonces
AF >0

y entonces el estado de equilibrio se alcanza para el minimo de F'.

1.2.2. Energia libre de Gibbs

Se obtiene cuando se pasa de S a T (o sea, se va primero desde U (S,V) hacia F' (T,V)) y luego se reemplaza como
parametro de control V por P. Esto es
G=F+ PV

y entonces
dG = —=SdT +V dP — Parametros de control son T'y P

En un sistema en no sé qué condiciones la energia libre de Gibbs nunca aumenta. Esto se ve porque si

T=cte=W < AF
{ e WSAE v e AP <0=[AGZ0]

P =cte= W = PAV
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1.3 Relaciones de Maxwell 2 CAMBIOS DE FASE

1.2.3. Entalpia

Se define como
def

H=U+PV

y entonces su diferencial es

dH =

TdS +VdP
5Q+VdpP

1.3. Relaciones de Maxwell

Son sélo relaciones diferenciales que se tienen que cumplir si o si, pero son muy utiles.
Del primer principio sabemos que dU =T'dS — P dV por lo tanto

oU
T=""
aSJV
oUu
P=—2_
5.

Ahora, como U es una funcién de estado entonces sus derivadas segundas cruzadas tienen que ser iguales. Esto implica que

T P
or =— or — Una relacion de Maxwell
oV | oS |y
Otra se puede obtener a partir del diferencial de la entalpia: dH =T dS + V dP. Esto implica que
H
r_ 98
oS | p
H
v o
0P |4

y entonces nuevamente, como H es una funcién de estado entonces sus derivadas segundas cruzadas tienen que ser iguales y
se obtiene (derivando lo anterior en forma cruzada)

8—T = a—v — Otra relacién de Maxwell
oP|s 0S]p
Utilizando otros potenciales se obtienen otras relaciones. Por ejemplo con Helmholtz tenemos dF = —SdT — PdV lo
que implica que
OF
_§= =
aT |,
_p_9F
ov |
y entonces, haciendo lo mismo que antes de las derivadas cruzadas segundas,
a—s = 8—P — Otra relacién de Maxi
ovi, ar],

La cuarta se obtiene con el diferencial de la energia libre de Gibbs dG = —S dT + V dP por tanto
oG
oT

8GJ

=-5
P
=~ —v
OP | .

y de acé se obtiene

95| _ov
opP),  oT

J — La ultima relacién de Maxwell
P

2. Cambios de fase

Vamos a hacer cambios de fase desde el punto de vista puramente macroscopico. Lo tinico que vamos a hacer en referencia
a lo microscépico es que vamos a usar IV, el niimero de particulas. Esto es solo para que las férmulas nos queden iguales a las
que vamos a obtener mas adelante en el curso. Pero es termodindmica macroscopica a menos de un cambio de escala usando
el niimero de Avogadro respecto a la masa molar, que es como lo hubieran hecho en el siglo 18.

@ALF 9 201808060118


https://losresueltosdealf.wordpress.com/

2.1 Cambio de gas a liquido 2 CAMBIOS DE FASE

2.1. Cambio de gas a liquido

Supongamos que tenemos un cacho de gas en un pistén cerrado. Lo empezamos a comprimir, la presién aumenta y en
algin momento se comienza a licuar. La evolucién es algo asi:

Isoterma

obarica e isoterma
Isoterma

\

donde Ps (T) es la presién de saturacion de vapor. La temperatura es siempre la misma, la presién sélo es constante
durante el cambio de fase.

Existe una ecuacién empirica que le pega “bastante bien” que es la ecuacién de Van der Vals (no sé como se escribe).

Como estamos a presion y temperatura constante, para analizar el cambio de fase vamos a usar al amigo Gibbs. Sabemos
que la energia libre de Gibbs alcanzard un maximo por lo que vimos hace un rato (que no entend{ bien).

Lo tnico especial que vamos a asumir es que hay suficiente cantidad de liquido como para que la interfaz liquido-gas sea
plana:

Como la interfaz es plana . X La tensién superficial hace
entonces no hay tension SUperflClaI que no Va|ga no Sé qué
Gas
Ligquido

Mucho liquido y gas Poco liquido
El hecho de estar en la situacién de la izquierda nos permite poner
Gtotal = Ggas + CTYquuido

Debido a que la cantidad de masa va variando entonces vamos a usar la energia de Gibbs por unidad de particula, es
decir que definimos

g . Ggas
gas —
Ngas
_ Gliquido
Gliquido = N
liquido

Tenemos la restriccién de que la cantidad de particulas no puede cambiar, es decir
Niotal = Ngas + Nliquido = cte
lo cual implica que
5Ngas = _5Nliquido
Sabiendo ademés que
6Gtotal = 0
5G1iquid0 + 6Ggas
gll’quido(SNliquido + ggas(SNgas
= (gliquido - ggas) 5Nliquido =0
———
#0

@ALF 10 201808060118


https://losresueltosdealf.wordpress.com/

2.2 Condensacién 2 CAMBIOS DE FASE

y de aca se deduce que
— Condicién de equilibrio
porque 5]\/vliquido 7é 0.
En el equilibrio (ver grafiquito) la presion es la presién de saturacién
Pen elequilibrio = PS (T)

Ahora no sé, estamos mirado algo de que la derivada de G (o g, por unidad de particula) no es constante a pesar de que
G si. Para esto usamos

dg S
—_— = —-— = —8
oT | p N
(la relacién g—?J p = —95 sale del diferencial de G). Ahora no sé qué hicimos pero encontramos que
0 1 = liquido
— - =—83+5 <0
BTJP(QQ 9) 2 ! {QZgaS
La otra derivada de G que estd en su diferencial g—IGDJ + =V tampoco es constante, es decir
dg V
—_— = — =0
OP|, N

entonces obtenemos (no sé cémo)

0

1 = liquido
apP

J (92—g91) =va—v1 >0 _
T 2 = gas

Segin cémo son las derivadas de g las transformaciones se clasifican en de primer orden, de segundo, etc. Como en este
caso las derivadas de primer orden tienen un salto (porque vy # v1 y S3 # s1) entonces una clasificacién posible es decir que
este cambio de fase es de primer orden.

No puede ser, nunca entiendo este tema...

Ahora escribimos los diferenciales de los g;

dgi = dgo
—s1dT +v1dP = —s3dT +wvadP

No sé cémo de ahi obtenemos

)

dTl' |, —,, - Av

De aqui obtenemos la ecuacién de clausius clapeyron ya que ds = % donde ¢ es el calor latente

dPs(T) ¢
dT ~— TAv

2.2. Condensacién

Este es el inicio del cambio de fase anterior. La condensacién siempre empieza sobre una superficie, nunca se condensan en
la nada las gotitas. Por ejemplo en la pared, en el parabrisas, etc. Y esto ocurre sin importar la temperatura de la superficie.

Las gotas que se forman no se pueden analizar con lo que hicimos anteriormente porque su superficie es curva y tienen
tension superficial. Esta tension superficial puede hacer trabajo, entonces hay energia potencial almacenada en la superficie
de la gota.

La tnica diferencia que tenemos que tener en cuenta ahora es que la energia libre de Gibbs (la usamos por lo mismo que
en la parte anterior) tenemos que tener en cuenta la energia almacenada en la tensién superficial, es decir:

G = Gliquido + Ggas + Gtensién superficial
—

YA

donde 7 es una constante que depende del liquido y A es el drea de la gota (si hay muchas gotas es el drea total de todas las
gotas).
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2.2 Condensacién 2 CAMBIOS DE FASE

Ahora es igual, tenemos que extremar a G ya que serd constante, igual que antes. Entonces
oG = 0

0A
= (91 —92) ON1 + v 0N,

1 = liquido
ON;

2 = gas

Ahora queremos calcular ;—]‘\;‘1 asi que vamos a buscar A = A (Ny). Si asumimos que las gotas son esféricas entonces

4
vV = §7T7"3

le
P1

donde p; es la densidad y m la masa de cada molécula. De ahi se despeja

3mN; \ 7 4
7":< n 1) y N1:f7rr2p—1
4dmpy 3 m
y entonces
0A or o 1(3m\T
oroN; '3 \amp) N
_
pr

Volviendo a Gibbs tenemos que

y de aqui se obtiene la condicién de equilibrio
2ym - R . -
g2 — g1 = —— — Condocion de equilibrio para inicio de condensaciéon
1r

Obsérvese que si r — 0o se recupera el resultado de la seccién anterior, cuando tenemos una interfaz plana entre liquido-
gas.

Ahora calculamos unas derivadas, no sé bien por qué. Debe ser algo similar a lo que hicimos antes. Se estd terminando
la clase y esta haciendo todo charlado, imposible de seguir para mi pequeno cerebro. Me limito a copiar textual:

8J N <1 1) 5 ( 1 8p1J 1 81"J>
- ml—_— ) —oym (| 2P| _ el

OP |, Py p1 g rpt OP |, pir? OP ],
(al parecer le aplicd G%JT a la condicién de equilibrio).

A continuacién hacemos una aproximacién: consideramos el hecho de que el liquido es aproximadamente incompresible,
lo cual implica que su densidad no varia con la presion, es decir:

0
(3 (e
P2 p1 7 TP% T pir? OP T

Por otro lado, también consideramos el hecho de que piiquido > pgas por lo tanto

1 1 5 ( 1 87"J>
m| — — =2vm | ——— —
P2 1 7 P17“2 oP T

El término g—;j -+ 1o se cancela por el hecho de que al aumentar la presion, el tamano de la gota va a aumentar no porque
varie la densidad del liquido sino porque se “pegan” mas moléculas de gas al liquido. Entonces aumenta el radio de la gota.
Si consideramos que el vapor es un gas ideal entonces ps = mTN2 = kBLTP y entonces
or kT p1r?
OP|,  m 2yP
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3 PROCESOS ALEATORIOS

ahora integramos no sé qué

kgT pyr? _2ym_
¥ = fip;—rlnP+cte = P = A5t
m 2y

Considerando no sé qué, finalmente obtenemos que

2ym

P = Pg(T)erst~

donde P es la presién y Ps (T) la presién de saturacién. Este resultado nos dice que podemos tener equilibrios para presiones
superiores a la presiéon de saturacion Ps, cuando las gotitas tienen un radio r. Y esto es lo que explica la existencia de las
nubes donde la humedad relativa es de 120 % aproximadamente.

3. Procesos aleatorios

Como no nos va a interesar conocer los estados microscépicos en detalle, sino que nos interesa la cosa a nivel microscopico,
vamos a modelar todo lo microscépico como variables aleatorias.

Un ejemplo que ilustra esto es el movimiento browniano: las particulas de polem se mueven en forma aparentemente
aleatoria. En realidad es deterministico, porque si conozco el movimiento de todas las moléculas del sistema, entonces puedo
calcular el movimiento exacto de la particula. Pero como no podemos saberlo (y no nos interesa) entonces lo consideramos
aleatorio.

3.1. Probabilidad

Supongamos que realizamos un experimento n veces, y g veces obtengo A (A es un suceso). Definimos entonces la
frecuencia del evento A como

feaE s

n
Si ahora hacemos muchas veces el experimento entonces obtenemos la probabilidad, es decir

P(A) = lim f(A)

n—oo

A partir de esta definicién es ficil notar que P (A) estd acotada entre 0 y 1. Ademds es ficil notar que

P(A)+P(4) =1

3.1.1. Sucesos incompatibles

Se dice que dos sucesos A y B son incompatibles si el hecho de que ocurra uno implica que el otro no puede ocurrir.
Supongamos que A ocurre a veces y B ocurre b veces. Entonces la frecuencia con que ocurre A o B es

b

n

fAoB) =2+
n
Entonces en términos de la probabilidad tenemos que
P(AUB)=P(A)+P(B) < Ay B son incompatibles

Supongamos ahora que tenemos un conjunto de eventos A1, Ao, ..., Ay que son incompatibles. Entonces la generalizacién

de lo anterior es simplemente
P (U Ai> => P(4)
i=1 i=1

Acé anot6 en el primer término P (> A;), pero es més desprolijo eso.

3.1.2. Sucesos compatibles

Supongamos dos sucesos A y B que no son incompatibles, es decir que pueden ocurrir en simultaneo. Definimos entonces

la frecuencia condicional de la siguiente forma: si B ocurre b veces y A ocurre a, veces cuando ha ocurrido B, entonces
ap
D
ab/n
b/n
f(ANB)

f(B)
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3.2 Permutaciones y combinaciones 3 PROCESOS ALEATORIOS

La notacién que vamos a usar es

f(ANnB)=f(A,B)

Se sigue automaticamente de lo anterior que
P(A,B)=P(B)P(A|B)
Si ahora generalizamos esto a los eventos Aj, As, ..., Ay esto es
P(Ay,As,...,AN) =P (A1) P(A2|A1) P (As| (A1, A2)) ... P(AN]| (A1, A, A3, ..., AN_1))

Existen ciertos procesos en los que

|P(Ay| (A1, 4s,..., Ay 1)) = P(Ay|Ax_1) | - Cadena de Markov

y dichos procesos se llaman cadenas de Markowv.

3.1.3. Procesos independientes

Cuando todos los procesos son independientes de lo anterior son independientes, entonces P (A|B) = P(A) y asi para
todos. Entonces la probabilidad simplemente se multiplica. Es decir

P(A,B)=P(A)P(B) <= Ay B son independientes

La generalizacion de esto es

N N
P <ﬂ Ai> = H P(4;) <= Son todos independientes
i=1 i=1

Ejemplo: camino al azar discreto en grilla bidimensional Supongamos que la particula puede ir hacia arriba, abajo,
izquierda o derecha, siempre sobre una grilla cuadriculada. Entonces como es independiente que la particula se mueva en
una direccién o en la otra tenemos que

P(X,Y)=P(X)P(Y)

por el hecho de que son independientes.

3.2. Permutaciones y combinaciones

Permutaciones Dada una lista de N elementos, entonces N! es el niimero de permutaciones que significa “cudntas listas
puedo armar simplemente cambiando el orden de los elementos, asumiendo que si son distinguibles”.

Combinaciones Si tenemos una lista de N elementos y queremos elegir k elementos, jcudntas formas distintas tenemos
de elegirlos?. Resulta que es la combinatoria y es ( k> = % Acd hizo la demostracién de esta formulita. Supongo que

se puede ver en cualquier libro.

3.3. Camino al azar discreto

Supongamos una particula que se mueve al azar, en forma discreta. El hecho de que sea discreto significa que se mueve
de punto a punto, por pasos que siempre tienen la misma longitud.
x3
x1 X2
x0

Cada uno de los pasos lo indicamos con X;. La distancia que separa cada uno de los pasos es £.
Vamos a analizar el caso en una tinica dimensién: la particula se puede mover sélo a la derecha o a la izquierda. Supongamos
que la particula da N pasos en total, ya sea a la izquierda o a la derecha. En dicho caso la posicién de la particula sera

x = m{ — Posicién final de la particula

donde m € [—N, N] es algun entero. Pero no podemos decir nada certero, ya que X es una variable aleatoria. Lo que si nos
podemos preguntar es por la probabilidad

pn (m)
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3.3 Camino al azar discreto 3 PROCESOS ALEATORIOS

que es la probabilidad de que en el paso N la particula se encuentre en la posicién ml, es decir P (X = m/¢). NOTA: la ¢ que
usamos mas arriba es distinta de la que usamos después, creo. Se mezclé la notacion.

Vamos a usar la letra n mintuscula para indicar el nimero de experimento.

Supongamos que hacemos un experimento unidimensional y la particula da n, pasos a la izquierda y n,. pasos a la derecha.
Entonces podemos estimar la probabilidad de que la particula dé un paso a la derecha o uno a la izquierda. Es decir

P (X; = izquierda) = ¢ = ne
n
P (X; = derecha) = r = nr
n

Por otro lado, la probabilidad de que dé justo n, pasos a la izquierda y n, pasos a al derecha en algin orden particular
P (haga un camino particular con ng y n,.) = r" "™

Lo anterior es sélo para algin orden en particular, un camino fijo que tiene n; y n,..

Ahora no sé exactamente qué es lo que queremos calcular pero primero tenemos N opciones, en el segundo paso tenemos
N — 1, en el siguiente N — 2 y asi hasta que en el ultimo paso tenemos una tnica opcién. La cantidad distinta de forma en
que podemos hacer no sé qué es entonces N!. “Tengo N! formas (permutaciones) de ordenar una lista de N pasos”.

Por otro lado, como los pasos son indistinguible en el sentido de que sélo nos interesa que dé ny a la izquierda, sin importar
el orden, y lo mismo hacia la derecha, entones tengo n,! y n,.! permutaciones (de no sé qué).

AHHH, estamos analizando cuantas formas distintas tenemos de que la particula haga n, y n,.. La forma piola de hacerlo
(v que es extensible a otros problemas) es armar una lista con ny pasos a la izquierda y n, a la derecha. Luego decimos
“cualquier permutacion de esta lista nos lleva al mismo resultado”. Entonces nos preguntamos cudntas permutaciones podemos
hacer de dicha lista. Terminamos obteniendo que

i e

P (dé exactamente ny y n,) = ———
nylng!

;,Cual es la probabilidad de dar N pasos y que me lleven a una distancia m?, es

N
pw (m) = nrlng!r ¢

Esto es porque
pn (m) = (Nimero de caminos que me llevan a la posicién m) x P (haga un camino particular con ng y n,.)

Esto es porque todos los caminos son equiprobables. La distribucién que sigue py (m) es la famosa binomial.
Ahora imponemos dos restricciones que sabemos por la forma en que se definié el problema:

_N+m

m=n, —nyg r =

=
N =n, +ny N-—-m
Ny =
2
y entonces se obtiene
N! m N—m
P (1—-r)>=

PN () = (5o

Si ocurre que N y m no tienen la misma paridad (o sea que quedan factoriales de ntimeros con coma) entonces hay que
convertirlos en funcién gamma. En realidad parece que son o ambos pares o ambos impares.
El grafico de esto (una binomial) tiene una envolvente, para N — oo, que es una gausiana:

pn(m)

Gausiana
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3.4. Distribucién de probabilidad

Para el caso discreto tenfamos que ., P (z) = 1. Para el caso continuo vamos a tener

/p(x) dz =1

p (x) — Densidad de probabilidad

y entonces

p(z) = o0

Acd anoté que { = p(z) dz es finito. Pero no sé, si p(x) es una densidad de probabilidad entonces no es

dr — 0
infinita.

También tenemos que
T2

P(:cl,xg):/p(sc) dz

z1

debe ser (creo) la probabilidad de que = esté entre x1 y xo.

3.4.1. Momentos de una distribucién de probabilidad
Se dice que

(™) = /x”p (x) dx

es el momento de orden n de la variable aleatoria x, donde p (z) es la funcién de densidad de probabilidad de x.

3.5. Camino al azar continuo
Ahora que ya terminamos de ver esto, voy a hacer un resumen de la notacién que usamos:
= 1, son una secuencia de variables aleatorias que dicen el tamano del paso i-ésimo, respecto del paso ¢ — 1.
.= vazl x; es una variable aleatoria que mide la distancia total recorrida en los N pasos.

» f(x;) es la funcién de densidad de cada paso. En notaciéon FIUBA seria f,, (§) donde £ es un simple pardmetro (no
uso x para que no se confunda con la variable aleatoria).

= p(z) es la funcién de densidad de la variable aleatoria z. En notacién FIUBA serfa f, (£).

Vamos a analizar s6lo el caso en una dimensién ya que si los desplazamientos en cada coordenada son independientes, luego
serd simplemente una superposicién de tres caminos al azar unidimensionales.
Vamos a tener el siguiente esquemita

ml m2 m3 ™M m5

\——V_J
delta x

Vamos a tener una variable aleatoria continua z; con f (z;) siendo dato. f (z;) es la densidad de probabilidad de cada
paso individual)
La distancia total recorrida va a ser

N
T = E x; — Distancia total recorrida
i=1

y la “probabilidad de encontrar la particula entre x y x + dx” serd ahora
P (x esté entre x v « + dz) = p (z) dx

No sé bien qué es p (x). Aparentemente es la funcién de densidad de la distancia total recorrida.
Acé anoté lo siguiente:

1. En el primer paso tenemos que la probabilidad de que estemos entre (1,21 + dx) es f (z1) dx;.

2. En el segundo paso tenemos lo mismo (zo, e + dz) es f (x1) dxy.
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Como tenemos la restriccién de que la distancia total es la sumatoria, es decir « = ) z;, entonces

p(x)x%f://.../f(xl) dof (22) dzs .. f (zx) dmN6<Z:ci—a:>x%f

1 T2

no sé qué es esa 0 (-) (creo que es una delta de Dirac), las integrales se hacen todas sobre R. De esta cuenta podemos sacar
p (z). Vamos a usar una propiedad de la transformada de Fourier de la delta

0 (sz — ac) = %/em(zwfz) dk

R

por lo tanto

1 . . .
p(x) = Py /em dx/f(a;l)eml dxy ... / f(zy) e dey
T TN

Vamos a definir ahora

Qk) = [ f(s)e™ ds
/

que no es mas que la transformada de Fourier de la distribuciéon microscépica f. En términos de @ la cuenta anterior es

p@) =5 [ QYW an

y este es un resultado muy groso porque nos dice que “la distribucién de probabilidad de la distancia total no es mas que la
transformada de Fourier de la distribucién de cada paso elevada a la N y luego antitransformada de todo eso”, es decir

p@) =7 {7 @)}

Notemos que nosotros vamos a usar N ~ 1023, Esto implica que, como Q (k) es una funcién oscilatoria, QV (k) va a
“oscilar muy rapido” y entonces la contribucién en la integral va a venir para los valores de k chicos. Los valores muy grandes
oscilan tanto que no aportan nada. Es por ello que vamos a aproximar la integral para k chico. Esto es

/f(s) <1+iks—;k232+...> ds

= /f(s) ds+ik/f(s)sds—%k2/82f(3) ds
k2
2

Q

Q (k)
= 1+ik(s)— —(s?)+...
Ahora vamos a tomar el logaritmo de QV y vamos a introducir la aproximacién anterior:

logQY = NlogQ

N1og<1+z'k<s>k;<52>+...>

v (ik(s) - Bk )

%

y entonces
k

logQY =N (ik (s) + — <A82>>

o bien, usando la notacién FIUBA
k‘2

log QN = N (z’k:E [s] + 5V [s])

En algin momento reemplazamos (no sé por qué) los pasos x; por la letra s. Esto implica que
(s) = (x;) = el valor medio de cada paso individual

Recordemos que z; era la variable aleatoria “paso i-ésimo”.
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Reemplazando esto en la expresién que habiamos encontrado para p (x) obtenemos

N
) = (AL
p(z) = 1/efak+5kdk @ 2< )

%R B =i(N(s)—x)

— 652/4a Z
«

y ahora, des-reemplazando « y 8 tenemos que

— N>1

p@) = \/27r02e ” =N <A32>

1 eow? { p =N (s)

Hemos encontrado entonces que, cuando N >> 1, la distribucién de las posiciones es gaussiana.

Este resultado es algo famoso del movimiento browniano ya que predice que la dispersién del movimiento crece como la
raiz cuadrada del tiempo (no entendi por qué, pero parece que estd implicito en lo anterior).

Otro resultado importante es el hecho de que no importa cémo cémo se distribuyen los pasos individuales, es decir que
no nos interesa f (s). S6lo su varianza y valor medio, nada més. Esto no es mds que un caso particular del teorema central
del limite, cuando se suman muchas variables aleatorias idénticamente distribuidas e independientes, la variable sumada se
distribuye como una normal Q.

Ejemplo: camino al azar discreto

Vamos a hacer este porque es mas dificil que el continuo. Vamos a calcular el desplazamiento medio del camino, es decir
(m). Este serd

(m) = Z mPy (m)

Pero en lugar de hacer dicha cuenta lo que vamos a hacer, que es mucho mas ficil, es decir que el valor medio de m tiene
b) b)
que ser el valor medio de los pasos que di hacia la derecha menos los que di a la izquierda, esto es

(m) = (n,) = (ne)

El valor medio de n, a su vez es (?)

N
N! n n
(n,) = Z N, r!wr e

n
n,=0

Para hacer facilmente la cuenta anterior vamos a hacer un truco que vamos a hacer bastante seguido en la materia: vamos a
poner que esa expresion es la derivada de la densidad de la probablidad (o algo asi) es decir que vamos a hacer

ngr’'r = r—r"r

or
y entonces
0 Ny
(nr) = "or Z n,«!nglr o
9 N
= r— 14
Tar (r+4)
= rN@E+0ON!
1
y entonces
(ny)y =rN
De forma anéloga tenemos que
<le> =(N

y entonces obtenemos finalmente

(m)y=n(r—40 v
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3.6. Entropia de Shannon

Nos dice “cuanta indeterminaciéon hay en una distribucion de probabilidad”. La vamos a definir como lo hizo el gran
Shannon

N
S=-> pilogp
i=1
donde p; = P(X = z;). En fisica vamos a usar logaritmos en base e, es decir naturales.

Ejemplo: variable uniforme

Supongamos que p; = 1/N. Entonces

1 1
S = —ZNIH<N)
= Z%lnN

= InN

Este resultado nos dice que una moneda tiene un entropia menor que un dado.

Una propiedad muy interesante de esta entropia es que cuando N — oo se vuelve extensiva, al igual que la entropia
termodindmica v'. Una forma de visualizar esto es suponer un sistema con dos dados dados, entonces la cantidad de resultados
posibles es N = 36 — 6 porque existen 36 formas en que pueden caer los dados y 6 de ellas son iguales (por ejemplo el 1,1 es
lo mismo si lo invertimos). A medida que N — oo el peso de los estados “idénticos” se vuelve cada vez mds despreciable y
entonces la entropfa de Shannon se vuelve aditiva.

Hay otra propiedad interesante pero que no nos la va a decir ahora, sino que vamos a ir haciendo cuentas para descubrirla
al final y sorprendernos. Supongamos un sistema en el que las probabilidades no son iguales, es decir un sistema que no es
equiprobable. También supongamos uno que si es equiprobable, es decir que tenemos

p; — Equiprobable
p; — No equiprobable

La diferencia de entropias entre ambos sistemas sera
Sequiprobable — Sno equiprobable = — Zpi Inp; + ZPQ In p;
= ) _piIn(piN)
— Z p;In N

Ahora usamos que Inz < x—1 (la prueba es hacer el grafico) y entonces obtenemos (despejando un toque) que Inx > 1—%.
Esto implica que

Y

Sequiprobable - Sno equiprobable

1
(1= 57v)

1
D=2y
1 1

= 0

lo cual implica que

Sequiprobable = Sno equiprobable | = Maximum entropy for uniform distribution

Este es un resultado muy interesante: nos dice que para un espacio muestral definido la distribucién con mas entropia es
aquella que es mas equiprobable.

Para variables continuas tenemos que la variable que tiene méas entropia, cuando el espacio muestral son todos los reales,
es la gaussiana. La demostracién no la copié porque me perdi. El resultado importante es

Sgaussiana = Sno gaussiana cuando el espacio muestral es R
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4 ENSAMBLES

4. Ensambles

Sélo sirven para sistemas en el equilibrio.

Ensamble. Un ensamble es un conjunto de muchas copias de un mismo sistema, todas en el mismo estado macroscépico
mas no microscépico y al mismo tiempo (o sea una foto, el tiempo estd quieto). Todas las copias estdn en estados de
equilibrio (Gibbs 1902).

La teoria que se desarrolle a partir de los ensambles nos serd de utilidad cuando los sistemas sean ergddicos (creo) (ver méas
adelante seccién sobre ergodicidad), en caso contrario no se aplica. Por suerte casi todos los sistemas son ergddicos.

4.1. Introduction to ensembles

Si tenemos un sistema con N particulas entonces sus ecuaciones de movimiento serdn

. o

qi = op;

Sist N ticulas — ’
istema con N particulas o o
pi = EX

Cada particula tiene tres componentes g y tres componentes p, por lo tanto tenemos 6N grados de libertad. Si el sistema
estd aislado entonces
Sistema aislado = J# = cte

y ademas .77 = energia.
El problema se puede ver o bien como un tinico punto que se mueve en un espacio de 6 N dimensiones o bien como una
coleccién de N puntos en un espacio de 6 dimensiones:

P —
Energy surface Ha,p) = cte b
ayte .'.: >
O :v:vo:' R
o:':< . % 9 .
* et .
|‘0:‘... '.::i ‘o
/ AL LS
Ll Ll
71 r ! [
Locus of \
representative point Cell valume= At
I'- space - space
{6N-diménsional) {6-dimensional},

Figure 5.2 in I'-space, the history of an N-particle system Is represented by one trajectory
on a (6N — 1)-dimensional energy surface. In. g~space, It Is represented by a
cloud of N polnts In a 6D space,

Tomado de "Introduction to Statistical Physics - Huang".

Para fabricar el ensamble lo que hacemos es replicar el sistema de N particulas muchas veces, todas ellas en estados
compatibles con los vinculos macroscépicas. Entonces vamos a tener, en el I'-space:
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4.1 Introduction to ensembles 4 ENSAMBLES

p(3N)
., : . I'- space
Lo ° . {6N-diménsional)
q(3N)

Como dice “Introduction to Statistical Physics - Huang” en la seccién 5.5, “the basis of the statistical method is the
assumption that the time averaging (over the system) can be replaced by an average over a suitabily chosen collection of
systems called a statistical ensemble”. Teniendo esto en cuenta, entonces, si existe alguna cantidad fisica A que depende de
la posicién del sistema en el I'-space, es decir

A(q,p)

entonces su valor medio temporal coincidird con el valor medio tomado a lo largo de las distintas copias del ensamble (acd
es clave la ergodicidad, creo)

T
1
=3 [ A6 a
0
7

(4) =
1
E[A] = - A;
donde 7 es la cantidad de réplicas que hacemos del sistema para formar el ensamble y A; = (qi(sN), pEBN)> es el valor de f

para cada miembro del sistema.
Para poder hacer la cuenta (A) = %Z A; se define la funcién de densidad de estados

p (q(3N),p(3N), t)

de modo tal que
p(q,p,t) dgdp
[ pdqdp

donde ¢ = ¢©N) y lo mismo para p. Las variables aleatorias son entonces (a mi entender) las 6N coordenadas Q; y P;
(maytsculas para indicar que son variables aleatorias) y su funcién de densidad conjunta es

P (de encontrar al sistema original en (¢,q + dg;p,p+ dp)) =

_plg,p,t)

donde todas las @Q,q, P y p son QBN). Considerando esto entonces es evidente que el valor medio de la cantidad fisica
A= A(Q,P) (nota') serd (debido a que A es una funcién deterministica de las variables aleatorias Q y P):

E[A(Q,P)] = /A(q,p)fQ,p(q,p) dq dp

[ Apdqdp
[ pdqdp

1Variables aleatorias @, P hacen que A también sea aleatoria.
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4.1 Introduction to ensembles 4 ENSAMBLES

4.1.1. Ergodicidad

A nosotros nos gustaria que se pueda poner al tiempo en el eje z:

E

NMWM .

NUmero de copia del sistema

Sélo si el sistema
/M es ergodlco'

Tlempo

E

pero esto solo ocurrird para algunos sistemas llamados ergddicos. En estos sistemas se cumple que

T

1 1
(X) = T/th =7 /XdV <= El sistema es ergddico
0

Ejemplo de sistema no ergddico: oscilador arménico.
La ergodicidad estd demostrada para MUY pocos sistemas, para el resto simplemente se asume. Un gas de esferas rigidas

que interactiian con potencial de Coulomb estd demostrado que es ergddico, pero para la mayoria de los casos simplemente
se asume la ergodicidad y se vé qué pasa.
Segin Wikipedia? un sistema ergédico
averaged over the space of all the system’s states in its phase space”.
idénticas del ensemble. En un sistema ergddico, la evoluciéon temporal se da entre distintos elementos del ensemble.

“is one that, broadly speaddng7 has the same behavior averaged over time as
La parte subrayada habla justamente de las copias

Different replications of the system in different
fixed states all compatible with macroscopic restrictions:

Ensemble t = ty - fixed
o o)
v a° o Voo ba o
Q 41 A o o

If the system is ergodic then its time evolution is given by
some sequence of the members of the ensemble:

Ensemble
) [#)
v a° |o Voo ba 4o
Q 4 4 o o
' ' ' ' ' "time

Mi interpretacion de la ergodicidad

Creo que la ergodicidad se podria considerar de la siguiente manera: dado un sistema de N particulas y una magnitud
fisica A que depende exclusivamente de los 6N grados de libertad del sistema, A = A (g, p), entonces su promedio temporal

sera,
to+T

(A) = = / Alg(t).p(t)) dt

to

con T lo suficientemente grande como para que (A) no varfe més.

2https://en.wikipedia.org/wiki/Ergodicity
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4.2 Ensamble microcanénico (o NV E ensamble) 4 ENSAMBLES

Por otro lado, si nos armamos un ensamble del sistema (es decir que proponemos que las variables ¢ y p ahora son
variables aleatorias Q y P) que tienen una funcién de densidad conjunta de probabilidad dada por

fo.p(q,p) = %

entonces el valor medio de la cantidad fisica A = A (Q, P) seré

E[A(Q,P) = / A(4,p) fo.r (a:p) dqdp

Entonces
El sistema es ergddico <= (A) = E[A(Q, P)]

Teniendo esto en cuenta, para aquellos sistemas ergdédicos podremos predecir la evolucién del valor medio de las cantidades
que medimos a nivel macroscdpico, es decir (A), si conocemos cémo es el funcionamiento microscépico del sistema que da
origen a fo. p (¢,p,t)

(4) (t) =E[A(Q, P)](t)

4.2. Ensamble microcanénico (o NV E ensamble)

Se utiliza para describir sistemas aislados. En consecuencia N, V' y E estdn fijos. Vamos a considerar (creo que por
comodidad) que U € (E, E + dFE).

Consideramos como hipdtesis lo mas sencillo: que todos los microestados son equiprobables. Esto implica que la densidad
de puntos representativos en el I'-space serd uniforme:

p(g,p) = p(H(q,p))
{a si A (p,q) € (E,E+ dE)

0 En otro caso
= 6p (A (p,q) — E)
Entonces, la funcién de densidad de probabilidad fq p (¢,p) serd

o
A e (5,54 aB)

fo.rp(q,p) = W{X € (E,E+ dE)}

dqdp

4.3. Ensamble candnico (o NVT ensemble)

4.4. Ensamble gran canénico (o uV'7T ensemble)

Es el que corresponde al sistema no aislado térmicamente ni tampoco quimicamente (es decir que el niimero de particulas
cambia):

\

> Particulas
sist 4«

Fuente térmica |

Ahora vamos a tener, a diferencia de los ensambles anteriores (falté a esa clase)

n Numero de copias del sistema
N; Nuamero de particulas de cada copia

€;  Energia de cada copia

Vamos a tener que la cantidad n;; va a ser la cantidad de copias que tenemos con INV; particulas y €; particulas.
El primer vinculo que tenemos es el siguiente:
Z Ni; =N
0,j

Si sumo todas las copias, entonces tengo que obtener el nimero total de copias...
Otro vinculo es

E Nij€ = Brotal = nU
iJ
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4.4 Ensamble gran candnico (o VT ensemble) 4 ENSAMBLES

donde U es la energia media de no sé qué (creo que la energia media de cada copia).
El dltimo vinculo que tenemos es con el nimero de particulas que es

E TLZ'ij =nN
ij
Entonces los vinculos del gran canénico son
E nij =n
ij
Vinculos del gran canénico — Znij & =nU
ij

Z 'I”Liij = TLN
ij

Ahora queremos encontrar el equilibrio usando esos vinculos. Para ello vamos a trabajar con la multiplicidad. Vamos a
ver cuantas formas tenemos de meter las particulas en las cajitas, etc etc, haciendo combinatorias. Haciendo la misma cuenta
que la vez pasada (falté @) la multiplicidad resulta

r — n!

7’L11!TL12!TL13! . n21!n22! N
n'

I1;; nis!

Para buscar el equilibrio vamos a maximizar la multiplicidad, es decir que el estado de equilibrio es el que tiene mayor cantidad
de configuraciones microscépicas compatibles con los vinculos macroscépicos. Es sencillamente el estado més probable.
Vamos a trabajar, por comodidad, con el logaritmo de la multiplicidad. Tenemos entonces

InT' = Inn!-— Zlnnij!
ij

~ n(lnn-—1)-— Znij (Inn;; —1)
1j

Es valido considerar que tanto n como todos los n;; son grandes ya que “siempre puedo agrandar n lo suficiente hasta que
los n;; se hagan lo suficientemente grandes”.
Vamos, ahora si, a maximizar InT. La variacién es (usa multiplicadores de Lagrange, un multiplicador any para cada

vinculo)
) [lnl" -« (Znii - n) - B (an‘jéi - nU) - (Zniij - nﬁ)} =0

Como el nimero de copias n estd fijo entonces “se va”. Operando (estoy un poco perdido) se obtiene
1) |:1HF — (ZTL” - ’I'L) - ﬁ (Znijei - nU) - (Z’I’L”N] - nﬁ)} = Zén” (lnnij + o+ ﬁei + ’}/Nj) =0
j

(acd hubo un tema con los signos, de usar los mismos de la clase pasada y no sé qué asi que puede haber algo que no cierre).
Despejando no sé qué y pasando exponencial se obtiene

m; = e 7PaTN

— ce—ﬁéi—’yN_j

Los multiplicadores de Lagrange o y 8 son los que obtuvieron la clase pasada, vamos a usar los mismos. Sélo resta encontrar

5.
Ahora mando
e—Pei—7N;

Dij = ——5—— con Z = E e Pei=N;
Z —
ij
donde Z es la funcién de particion y p;; es la probabilidad de encontrar al sistema en no sé qué cosa.
Lo tnico que nos falta ahora es imponer el vinculo nuevo (el de N;) para calcular el +. “La funcién de particién es lo Gnico
que necesitamos para calcular el estado de equilibrio”. La funcién de particién nos sirve para calcular los valores medios, en
particular nos pueden interesar U y N. El valor medio de la energia es

Zij e PN
v=-=—"—_
> e PN
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4.4 Ensamble gran candnico (o VT ensemble) 4 ENSAMBLES

(parece que lo anterior no es méas que U = ) ¢;p; donde p; es la probabilidad). Ahora usamos esa férmula mégica que
también estaba en F4 de la derivada respecto a beta:

0

U = —— |In e Pei=Ni
55 || 2
i1
0
= ——InZ
op
Ahora hacemos lo mismo para el nimero medio de particulas
. ZNjefﬁeif’YNj

N = Ze_nei_'YNi

3]
——InZ
3711

Vemos ahora que esto tiene un pinta que da para generalizar, siempre el valor medio de una cantidad (U, N, etc) termina
siendo la 9 con respecto a algin multiplicador de lagrange del In Z. Siempre pasard eso. Y ademads los multiplicadores de
lagrange son variables conjugadas de ciertas variables termodinamicas, por ejemplo 5 o % y con v pasard algo similar.

Para encontrar la relacion entre - y alguna variable termodinamica lo que tenemos que hacer es asociar ese ensamble a
algin potencial termodindmico. Vamos a armar un potencial que va como el logaritmo de la funcién de particion:

q = InZ

= In (Z 6_6”_71\[3’)

Como tenemos tres vinculos macroscépicos (los del principio) entonces g tendra dependencia con tres variables. Vamos a
considerar

q=q(B,7, )

donde ¢; es simplemente uno de los ¢; (no, parece que son todos los ¢;... No entiendo). Considerando esto entonces el diferencial
sera

olnZ olnZ olnZz
dg = d d
? a5 Pt D,

olnZz n olnZz e Bei—7N;

= "o Y175 dV*”;wdq

dEZ‘

= —Udﬁ—ﬁd»y—ﬁz%dei
ij

donde en el dltimo paso dijo que usé algo de la normalizacién de p;; en el ultimo término.
Ahora pasamos algunos términos al otro lado y lo escribimos asi

_ _ ﬁ _
d(q+UB+N7) ﬁdU—l—VdN—EZn”del

— 1
8 dU—&-%dN—EZﬁijdq

= d(¢+UB+Nr)

ij

y ahora si esto S (dU +2dN — 15 7,:de;) = d(q+UPB+ Nv) es parecido a la primera ley de la termodindmica:
B n 17 J

dU + W — pdN = 6Q .
Imponiendo que sean iguales tenemos que

gl H
=== —-——

y es justo lo que buscdbamos, encontrar qué variable termodindmica fisica representa el multiplicador de Lagrange . Ademas
tenemos que los diferenciales de trabajo y calor son

5W == 7% Znij dEZ‘

ij

— ds
£dQ = d(q+Uﬂ+ny):g
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4.4 Ensamble gran candnico (o VT ensemble) 4 ENSAMBLES

Ahora vamos a integrar la segunda de las ecuaciones para hacer no sé qué. Lo que obtenemos es

S _
q 7. UB—Nv

B

TS —U + uN

kpT

El dltimo término N = G es la energfa libre de Gibbs (ver en las primeras clases cuando hicimos cambio de fase). La energia
libre de Gibbs es, por definicién, G = U —T'S + PV. Al meter eso en la ecuacién anterior obtenemos (y reemplazar ¢ = In Z)

kgTInZ =PV ‘ — Gran canénico

La ecuacién anterior nos permite conocer la ecuacion de estado de nuestro sistema conociendo simplemente la funcién de
particién v'.

Ya sabemos cémo calcular la entropia, la ecuacién de estado, el trabajo, el calor, etc. para el gran candnico. Vamos a
calcular los demas potenciales s6lo por completitud.

Se define la fugacidad de un sistema como

z = e 7
et

que no es mas que un cambio de variable respecto del potencial quimico, son lo mismo. Entonces

Z = g ZNig=Pei
ij
o0

= Z ZNQN

N=0

2
_ P . . 4o s
donde Qn =), € BY 7 (creo). Lo importante de esta cuenta es que nos dice que el gran canénico es la suma de muchos
ensambles candnicos, cada uno con un niimero distinto de particulas.
Haciendo no sé qué tenemos que

N U
S = k:Ban—’”LT+f
_ U-F
T
y entonces
F=uN - PV

y haciendo algunas cosas mas que no tengo idea qué son llegb a que

Z
F = —kgTIn — | — Helmholtz
oN

Para ver cuando es valido el sistema gran candénico vamos a buscar que las fluctuaciones de energia y en el niimero de
particulas sean pequenas. La cuenta para la energia no la vamos a hacer porque es igual a la que hicimos la clase pasada
(yo falté ®). Sélo vamos a hacer la de nimero de particulas. Es decir que vamos a ver cudndo la relacién entre todo esto
estadistico y la termodinamica es valida.

La fluctuacion del nimero de particulas la obtenemos de la siguiente formas:

¥ ZNje—ﬂfi—’YNj
Ze—ﬂei—’YNi
Entonces
ON _ LN SN (BN
5’}/ - Ze*ﬁei*’YNi
—
- —(aw)
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5 TEOREMA DEL VIRIAL CLASICO

Vamos ahora a ver qué tan grandes son las fluctuaciones <AN 2> en comparacién con otras magnitudes macroscopicas.

, def 7
El volumen especifico es v = % Entonces N = % por lo tanto

ON 0 (/)
- -V
ov v TV
_ Yo
; v? Op 1y
_ Mo J
Vo oulry

)

donde p = vkpT. Juntando todo obtenemos

<AN 2> _ kT Ov J
N V. Oulry
Vamos a reescribir un cacho el p (potencial quimico) para que aparezca un coeficiente més lindo. Por definicién tenemos que

du = dg (g = %, energfa libre de Gibbs intensiva) y sabemos que dg = —S dT + v dP por lo tanto si T es constante tenemos
que dp = ddP y entonces

(AN%) kTl o
N V v 0P|,
kT
= —k
VT
donde kr es el coeficiente de compresibilidad isotérmica. Cuando aumentamos el nimero de particulas tenemos que
kgT
v oo

porque kg es constante, T no depende del nimero de particulas, kr es una propiedad del medio (o sea que no depende de
N) y V aumenta con el nimero de particulas (porque es extensivo).

En un cambio de fase puede pasar que lo anterior no — 0 sino que — oo porque el nimero de particulas no esta fijo,
entonces en los cambios de fase hay que usar el gran candnico.

5. Teorema del virial clasico

Dijeron el enunciado del teorema asi en el aire y no lo pude anotar. Algo asi como que el valor medio dos veces de la
energia cinética es igual a la potencial, o algo asi.
Vamos a considerar un sistema de particulas confinadas en el espacio cuyo hamiltoniano es

=Ty

2m

donde g es el array de coordenadas. Ademas tenemos que V' — oo lo cual implica que las particulas estan confinadas a

una region del espacio.
Vamos a calcular el valor medio de lo siguiente

< a%> fd?)diBqu

Vo, [ dNpddN ge= b7

A - pA
L ox;

donde x; es alguna de las coordenadas ¢ o p (estamos usando el potencial candnico o gran canénico, no sé, porque todos dan
el mismo resultado). La primera integral es:

/dngdqu xza% A = —l d3N dSquz 0 ( 5%
Oz j
= g P ) / d*Np d3qu*3”az’
ﬁ Oz,
~—~
Divergencia Gauss 8ij

el término que se cancelé es porque es como una divergencia de Gauss de electro entonces como e #? — 0 en los infinitos
entonces todo eso da cero porque el volumen es infinito. Ademas la delta de Kroneker necesita que x; y ; sean ambos p o
q, si x; = q; y x; = p; también me da cero.

@ALF 97 201808060118


https://losresueltosdealf.wordpress.com/

6 TEOREMA DE EQUIPARTICION

Entonces tenemos que

X 4 1 [ &3Np d*N qe=P7 5,
<xi oz, > T B [ dNpdNgepx
_
B

por lo tanto

< 3<7f> kpTd;; | — Teorema del virial
axj

Ejemplo

Supongamos un sistema que tiene z; = z; = ¢; (o algo asi, no entiendo lo que estamos haciendo) y que V =

V(q1,92,---,qn). Entonces
3N
(a50)

i=1
3N

- Z (@:F;) =

i=1

—Z(quJ =

i=1

3NkpT

_Wtotal

entonces tenemos que Wirabajo total = 2 ikBT es el teorema del virial que vimos en F4... No estaria entendiendo...
——

Ecinstica

6. Teorema de equiparticion

Consideremos un hamiltoniano que depende de J# = ¢ l (pigi) + ajx? donde s’ no depende de z; y hay un término
cuadratico. Vamos a calcular el valoro medio

() = (AH") + (a23)
y al hacer la cuenta tenemos que

o aj [ d3di3Nq:c?e_6”
<0‘j$j> =
f d3Np dSqu—ﬁﬁf

fo e 0] da
W [ e P da

25
kT
2
Esto significa que la contribucién a la energia de cada término cuadratico del hamiltoniano es justamente de kB L o bien
kT
<ajm?> = % — Teorema de equiparticion

Ejemplo: gas ideal

2 b
?ivo P por lo tanto U = £NkpT.

En el gas ideal el hamiltoniano es simplemente . = >
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7 EJEMPLOS

Ejemplo: gas de moléculas diatémicas

En este caso el hamiltoniano es

3N p2 3N 1 ) 9 ) 9
%as diatémico — Z % + Z 5 (Il ((JJJ( )) =+ IQ (wj( )) )
j=1

i=1

donde w™ y w® son la velocidad angular en cada uno de los ejes de rotacién. Entonces en este caso tenemos quqe U = %kBT.

Ejemplo: sélido clasico

Para el sélido el hamiltoniano es

3N p2 1
L%éélido clasico = Z . + 7kQ7,2
Pt 2m = 2

donde k es la constante de los resortes (no la de Boltzman) y ese hamiltoniano es en el sistema de coordenadas de los modos
normales (o algo asi, no recuerdo bien. Sino quedan términos cruzados y no recuerdo qué més).

7. Ejemplos

7.1. Paramagnetismo clasico (canénico)
Lo primero que anoté es
N
Q= Q1
y CREO que eso significa que la funcién de particion de todo el sistema @ es la funcién de particion de una tnica de las
particulas @) elevada a la N. Pero no estoy seguro, no sélo llegué 5 mins tarde y no escuché qué era eso sino que no entiendo
mucho lo que estan haciendo. Asi que témese con pinzas.

Supongamos que el hamiltoniano esta dado por 5 = — Zszl ;- H donde p; es el momento magnético dipolar de cada
particula. Si todas las particulas tienen el mismo momento magnético dipolar y H es el mismo en todos lados entonces

N
H = #HZCOS 0;
i=1

donde 6; es el angulo entre H y ;.
Como estamos en el ensemble candnico entonces

2m ™

Q= / dé / sin 6 d@ePHH cos?
0 0

donde no sé qué es nada de todo eso... Dicha integral se resuelve y se obtiene

1
Q1 = 27r/dcos€ ePntl cosd

—1
_ B%TH G

Parece que 1 es la funcién de particién. Algo asi dijo.
Con esto se puede calcular la magnetizacién segin

(M) = Ny {cosb)

No sé de dénde salié eso. Parece que como son no interactuantes (las particulas) entonces (Miotal) = N (Muna particula) ¥ POT
eso queda lo anterior. Siguiendo la cuenta tenemos que

[ d¢sindf cos gefnH cos o
f d¢ sin O dfeBwH cos 6

(ln Ql)

(M) = Np

N9
5 0H

Hay muchas formas de plantear la derivada anterior. En particular elegimos hacerlo dy para que quede igual que la energia
libre de Helmholtz.

@ALF 929 201808060118


https://losresueltosdealf.wordpress.com/

7.2 Gas ideal molecular (canénico) 7 EJEMPLOS

7.2. Gas ideal molecular (canénico)
El hamiltoniano de este gas es
H =
porque las moléculas son no interactuantes (creo). A su vez cada hamiltoniano de cada molécula es

% = %raslacién + <%i"otacién + %ibraeién

La funcién de particiéon de todo el gas sera

_ N
Qtodo el gas — una unica molécula

_ QN
= 1
por lo que vimos en las clases que yo justo falté ®. A su vez la funcién de particién de una tinica molécula serd

Ql = Qtraslacién QrotaciénQvibraci()n

La funcién de traslacién de un gas la hicimos dos veces: cuando analizamos los ensembles microcanénico y candnico (son los
que yo falté, la peor clase para faltar ®).
La energia libre de Helmholtz es
F = —NkgThQ
= —NkpT (InQr +InQr+nQy)
= Fr+Fg+Fy

donde Qr es de traslacion, Qg de rotacién, etc.
Ademads sabemos que

O0%F
Cv=-T an y

Vamos a analizar las partes de () que no tenemos: rotaciéon y vibracién.

Rotacién

Necesitamos la energia de un rotador rigido. Vamos a hacer el caso cuantico. La energia de cada nivel es
FLQ
6=—j(+1
i=5770+1)
donde I es el momento de inercia y j es el nimero cuantico. Estos niveles sabemos que tienen degeneracion y que es
g; =2j+1

Listo, ya tenemos todo lo que precisdbamos de la cuantica. Ahora sélo hay que calcular la funcién de particién.

LA qué temperatura comenzardn a excitarse los niveles de rotacién? Bueno, la energia minima que pueden tener los
rotadores es cuando estan con j = 0, y comenzaran a excitarse cuando la energia térmica tenga el valor suficiente como para
llevarlas al nivel j = 1 o més. Entonces podemos definir una temperatura de rotacién que serd kgTr = €;. Para temperaturas
T > T los modos de rotacién estaran excitados y contribuiran al teorema de equiparticion.

La funcién de particién (ensemble canénico) es

Qr = ) g™
7

= Y @i+ o B i (+1)
J
Ahora usamos una aproximacién: consideramos
T>Trg
y entonces, como j > 1, vamos a aproximar la sumatoria por una integral y hacer j + 1 ~ j. Entonces

oo
2
/Qje*%f dj

0

Qr

Q

2kpIT
h2
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7.3 Absorcién (gran canénico) 7 EJEMPLOS

Reemplazando esto en lo de antes tenemos que la energia libre de Helmholtz debido a la rotacién es

QkBIT)

FR:—NkBT1H< h2

y el Cy de rotacién es

que es justamente lo que esperariamos segin el teorema de equiparticion para una molécula con dos grados de rotacién.
También notamos que para temperaturas altas (T > Tg) este Cy g estd bien, pero si la temperatura es comparable o menor
que TR entonces ya sabemos que eso estd mal.

Vibracion

Los niveles de energia para un vibrador cudntico son

1
€; = hw (n + 2)
y no hay degeneracién.

Podemos definir, igual que antes, una temperatura de vibracién tal que kgTy = €;. Pasa lo mismo que antes, para que
los modos de vibracion se exciten tiene que ser T > Ty .
Ahora la funcién de particion es

Qv = Zgje_’gej
J
_ Ze*ﬁhw(J#%)
J
= Y e
J

Bhw
e 2

1 — e Bhw

Ahora tenemos que la energia libre de Helmholtz es bla bla bla y el Cy de vibracién

hw
ekBT

@)

Cyv v = NkpT

7.3. Absorcién (gran candnico)

Supongamos que tenemos una placa con Ny agujeros y no sé qué hacemos pero absorbe particulas de alguna forma...
Creo que cada agujero puede absorber una y sélo una particula de gas que esta volando:

Placa con N, agujeros
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8 ECUACION DE BOLTZMANN Y TRANSPORTE

Lo tnico que precisamos saber es la funcién trabajo de la placa. Como N no esta fijo, este es un caso ideal para el gran
canoénico. La funcién de particién del gran canénico es

7 = Z e—Plei—puNi)
{N:}
donde {N;} significa “sobre todas las configuraciones posibles para los N;. Como éste es dificil de contar, vamos a hacer
algunos trucos para convertirlo en el problema de los espines. Vamos a introducir la cantidad s; definida como

{ 1 Si el agujero estd ocupado
S5 =

0 Si esta desocupado

Entonces

7 — Z 6_B<_6 Z:]:Ol SiTH Z;V:I 37)
{si}

donde € ahora es la funcién trabajo, o u, no lo sé. Lo que hicimos fue algo asi como un cambio de variables que mucho no
entendi. Parece que estamos siendo ultra laxos con la notacién y esto hay que laburarlo a mano. Es una notacién abstracta
para hacer el conteo... Lo que estamos haciendo ahora es lo que siempre es complicado: el conteo. Mandé ahora

7 = Z eﬁ(EJru) Z_;Vzl No veo el pizarrén
{si}
N

NI
{si}i=1

=Y S Y et
51=0,1 s2=0,1

y finalmente (?)
No

7= (14 e7m)

Ahora no sé qué estamos calculando pero mandd

g = InZ
Noln (1 + eﬁ’(W))

_ %
Iy
1 0q

B ou

N:

por lo tanto el niimero medio de agujeros ocupados es

— N,
N=_ 0
1+ 6*5(54’/—‘)

Esto nos dice que cuando T' — oo la placa absorbe %, es decir que la mitad de los agujeros estan ocupados y la mitad libres.
Para bajas temperaturas todos los agujeros se llenan. Es una especie de competencia entre la temperatura y la absorcion.

8. Ecuacion de Boltzmann y transporte

Lo que vamos a ver sirve para calcular sistemas que no estan en equilibrio. Sirve para ver cémo hacemos para llegar al
equilibrio. La teoria cinética de Boltzmann nos permite obtener los fenémenos de transporte. El problema es que la ecuacion
de Boltzmann se deriva para sistemas con muchas particulas, por lo tanto sélo sirve para sistemas extensos. Ademds, debido
a las aproximaciones que hay que hacer, sirve sélo para sistemas diluidos, no se aplica a sistemas fuertemente interactuantes.

La funcién que vamos a usar para describir todo es una funcién de distribuciéon de probabilidad f. S6lo que ahora, a
diferencia de en el caso de los ensembles, va a depender también del tiempo. Es decir

f=7 (q<3)7p<3>’t)
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8 ECUACION DE BOLTZMANN Y TRANSPORTE

de modo tal que
P (el sistema esté en q(?’) + dq(3)7p(3) + dp(3) en el tiempo t) =f (q(?’),p(s),t) dq(?’) dp(?’)

Lo que si, vamos a normalizarla a N y no a 1, es decir

/qu(3) dp(S) =N+#1

O sea es una distribucién de probabilidad que integra a N.

Ahora vamos a trabajar en lo que llamé el u-space (ver pagina 20). El teorema de Liouville nos permite asegurar que
aquello que es en el tiempo ty una funcién de distribucién que normaliza a N, es decir f (g, p,to), lo seguird siendo en todos
los demés tiempos. Es decir que

/f(tl) dqdp = /f(tz) dq dp < Liouville

no depende de los tiempos t; ni t5. Esto se debe a que las ecuaciones de movimiento estan dadas por las ecuaciones de
Hamilton.

Lo que vamos a buscar es una ecuacién de movimiento para la distribucién de probabilidad f (¢,p,t). Cuando tengamos
dicha ecuacién, ya esta. Somos Dios.

Supongamos que tenemos una tnica particula en la posiciéon r y con el momento p. Entonces, en el momento t + dt la
particula va a ir a parar a r + 24t, el momento serd p + Fdt donde F es la fuerza y el tiempo a t 4 6t .

Supongamos ahora, en lugar de una particula, un elemento de volumen (del espacio de fases) dentro del cual se encuentra
nuestra particula. Entonces la evolucién de dicho elemento de volumen serd igual al de la particula. Entonces (no termino
de entender bien por qué)

f(r,p,t)=f (r+ B5t,p+F§t,t+5t)
m

Esto significa que si no hay colisiones, entonces f no varia.
Lo anterior es si no tenemos en cuenta las posibles colisiones entre las propias particulas del sistema. Si tenemos en cuenta
las colisiones entre las particulas entonces

P _of
f ('r + B ot Fot,t + 5t) — f(rp,t) = 8tholisic’m 5t

Vamos a hacer una aproximacién de Taylor para el primer término:

0 0 0
f (r+ £5t,p+F5t,t+5t> —frp )+ P 9L Py O gy
m ot aor m dp

Al reemplazar esta expansion de Taylor en lo anterior obtenemos

0 p = - af

+V'P+va)f(r7p>t):J

(at m ot colision
Noétese que si las particulas no interactian entre si entonces %J = 0, pero esto no implica que %{ = 0 ya que puede
colisién

cambiar por su propia inercia (el término £ -V,) o bien por fuerzas externas macroscopicas (término F - V).
Para calcular el término de colisiones volvemos a considerar el espacio de fases y consideramos un diferencial de volumen

p

h-space

diferencial de volumen

10§ f 110§ [
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Debido a que los diferenciales de volumen son tan pequenos, la mas minima colisién me saca una particula del diferencial
rojo y me la lleva al azul. Entonces
of J
ot colisién

donde R es la cantidad de particulas que entran al volumen por colisiones y R el niimero de particulas que salen del volumen
producto de colisiones, en un diferencial de tiempo dt. La ecuacién anterior es porque f integra a N, entonces la variacién
de f en un pequefio volumen tiene que coincidir con la diferencia entre las que entran y las que salen de dicho volumen, es
decir R — R.

El niimero de colisiones en (¢,t + dt) en las que una particula estd inicialmente en r,r + dr y p,p+ dp es

=(R—R)ét

Rotdrdp

Del mismo modo se tiene que o
Rétdr dp

es el nimero de colisiones en (¢,t + dt) en las que una particula estd finalmente en 7,7 + dr y p,p + dp.

Creo que lo anterior es Rét dr dp es el nimero de colisiones de particulas que estan adentro y terminan afuera del volumen
y Rt dr dp es el niimero de colisiones de particulas que estaban afuera y terminan adentro del volumen.

Acé tomamos la hipétesis de que el gas es diluido: consideramos que dentro del diferencial hay suficientes pocas particulas
como para que no colisionen entre si y suficientemente muchas tal que podemos hacer estadistica. O algo asi, es medio difuso
todo esto.

Ahora vamos a calcular R y R. Vamos a hacer el caso clasico que es lo que hizo Boltzmann, pero si lo quisiéramos hacer
cuantico parece que es “bastante facil también”. Vamos a considerar que el gas estd formado por esferas rigidas. Consideremos
dos esferas con radio a1 y as y nos preguntamos qué tiene que pasar para que choquen. Si queremos que dichas dos particulas
colisionen dentro de un tiempo dt entonces tiene que ocurrir lo siguiente:

radio al

radio a2

es decir, tienen que estar las dos dentro del volumen del cilindro dibujado, o sea

|ve — vy |0t bdbdy
——
()
donde o () es la seccién eficaz o el pardmetro de impacto o algo asi, en funcién del dngulo sélido Q segin o () = % dQQ.

Entonces tenemos que

Vdonde pueden ocurrir colisiones con la particula 1 = | V2 — U1 ‘ ot o dQ

Ahora necesitamos que dentro de dicho volumen exista otra particula. Entonces la probabilidad de que haya una colisién
en dicho volumen es la probabilidad conjunta de que la particula 1 y la 2 estén en el mismo volumen, es decir

P (de que las paticulas 1 y 2 estén en el volimen dibujado con momentos p,, p;, + dp;) = Fi2 (7, p1,P5) dr dp, dp,

Teniendo esto en cuenta, el nimero de choques serd igual a la probabilidad de encontrar a dos particulas con los impulsos
correctos y al mismo tiempo dentro del volumen que calculamos antes, entonces

Rétdr dp = drdp, /Fm | ve — vy | o dQ2dpydt
P2

Ahora viene la hip6tesis magica méds importante, que nos permite escribir la Fis en términos de cosas que conocemos. Lo
que Boltzmann dijo es “si asumimos que las particulas estan completamente descorrelacionadas antes y después del choque
(o sea que las particulas sélo interactiian durante el choque) entonces...”. Vamos a asumir entonces que

Fio (r,py,p2) = f(r,py) f (r,py) — Hipdtesis de caos molecular
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8.1 Distribucion de Maxwell Boltzmann 8 ECUACION DE BOLTZMANN Y TRANSPORTE

donde f(r,p) es la funcién de densidad de probabilidad de encontrar a una particula en (r,p), (r,p) + (dr, dp). Esto
también es una hipétesis de gas diluido ya que consideramos que estd suficientemente diluido como para que la interaccion
se dé sblo en un pequeno instante durante el choque.

Para abreviar vamos a anotar

Tenemos entonces que

R = /|’UQ — V1 ‘flfQO—depz
Ahora nos falta calcular R, pero no vamos a hacer lo mismo sino que directamente mandamos
R= [ lv2 vl fifio ddp,

donde f! = f (r,p.) con p} no sé qué es.
Finalmente reemplazamos todo esto en la ecuacion de Boltzmann y obtenemos

ot

<3+vﬁr+pﬁp)f(r,p,t)/ddevama(Q)(f{fgflfz) — Ec. de Boltzmann

Esta ecuaciéon tiene como soluciones particulares a los estados estacionarios, sistemas de transporte como transmisién de
calor, etc. Ademas tiene la particularidad de que es irreversible en el tiempo.

8.1. Distribucién de Maxwell Boltzmann

Es la solucién de la ec. de Boltzmann en el caso de equilibrio. Vamos a asumir que tenemos un gas ideal libre de fuerzas
externas. Entonces F' = 0. Como estamos en el equilibrio entonces % = 0. Ademsds, en ausencia de fuerzas externas el gas

ideal es homogéneo, por lo tanto 671 f = 0. Entonces, el equilibrio implica que

/dpzdmvz—vuo(m FLfs— fif2) =0

lo cual implica que
fifs=fife

porque todo lo demds no puede ser cero (parece que existen otras formas de que eso dé cero, pero hay que empezar a pedir

cosas muy raras. Lo més natural es pedir lo que nosotros pedimos). Esto es lo mismo que pedir que la funcién de distribucién

f1f2 no cambia antes y después del choque, que es justo lo que habfamos pedido en la hipdtesis de caos molecular (creo).
Tomamos logaritmo de ambos lados y entonces

Infi+Infy,=1Inf; +1nfo
Debido a que f no depende de 7 ni de ¢ (ver primer pérrafo) entonces

In f1 (p}) +1n f2 (p) = In f1 (py) + In f2 (py)

después del choque antes del choque

Esto ocurrird sélo si el log f es una funcién lineal de una magnitud conservada (no entend{ bien por qué) como la energia y
el impulso. Es porque dicha igualdad es una igualdad de una cantidad antes del choque y después del choque, una cantidad
que se tiene que conservar, es decir de la forma

G (antes del choque) = G (después del choque)
Cada uno de los términos tiene que ser una magnitud conservada en el choque. Entonces
Inf=—-pE+a+~vy-p

(ponemos —/ simplemente por comodidad luego).
Ahora imponemos que v = 0 (vector) ya que como la funcién de distribucién es isétropa y homogénea entonces no puede

2
haber una direccién privilegiada, es decir que v = 0. Por otro lado la energia es £ = 2 y entonces

2
nf=-82 t+a
2m
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y entonces resulta que
2
f=Ce P

Para encontrar la constante de normalizaciéon ¢ usamos el hecho de que f integra a IV, es decir
p2
N=CV / dpe™P2m

donde V no sé qué es. Entonces

3/2 2
FO = % <2ﬂ) e P3m | = Maxwell-Boltzmann
™m

donde f©) es la solucién en el equilibrio.
Para obtener 8 lo que hacemos es calcular

1
(B) = 5 NksT

que no sé de doénde sale dicha igualdad (teorema de equiparticién?) y entonces hacemos

1
/Ef(p) dr dp = ENkBT

2
reemplazando E/ = 2 se obtiene

8.2. Teorema H

Es el que dice que la solucién de la ecuacion de Boltzmann evoluciona hacia las soluciones de maxima entropia. No hace
falta que sepamos la demostracion super general del Huang para esta materia, con saber que existe ya estamos.

8.3. Fenomenos de transporte
8.3.1. Introduccion cualitativa

Supongamos que tenemos al sistema en una solucién que no es la de equilibrio, de la forma f (r,p,t) + f(© donde £ es
la solucion en el equilibrio. Un ejemplo seria que si tenemos un gas en equilibrio, le acercamos un cacho de fuego. Al principio
lo que pasara es que se sale del equilibrio por un rato hasta que lo vuelve a alcanzar:

Gas en equilibrio Gas fuera del
equilibrio

Vamos a trabajar con dos cantidades que nos van a interesar

{ A Camino libre medio

7 Tiempo entre colisiones

Como las particulas estan descorrelacionadas entre choques, hacen movimientos de MRU hasta que chocan. Esto implica que
el tiempo 7 y A se relacionan segur

donde
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es la velocidad media que es la velocidad méas probable y se obtiene en el médximo de probabilidad usando la distribuciéon de
Maxwell Boltzmann.
Cada vez que hay un choque se se termina el camino libre medio entre dos particulas. Entonces también podemos escribir
N
n n=—

T 2N, v
colisiones Neolisiones €S por unidad de volumen y de tiempo

T

El 2 es porque cada choque termina dos caminos libres medios. Porque cada choque involucra sélo dos particulas.
Usando lo de teoria cinética podemos calcular el niimero de colisiones Neolisiones- Como ahora no nos interesa sélo el que
chocan con la particula 1 (como hicimos antes) sino que buscamos todos los choques del sistema entonces

Neolisiones = / dpl dp2 | V2 — V2 | O'flfz

(la integral anterior es entre todos los pares de particulas del sistema, porque “cualquier choque me sirve”). El €2 no lo puso
porque es solo una constante luego de integrar en todo el volumen, o algo asi dijo. Considerando no sé qué cosa ocurre que
la integral anterior queda

Ncolisioncs ~ / dpl dp2 | V2 — V2 | Uf1f2
2 3 .
i <5> /dP1 dps | py — py | e #7 (P +P2)

m 2mm

donde lo que asumimos es que estamos fuera del equilibrio, pero no muy lejos. No sé como hizo la cuenta anterior... Para
resolver la integral usa un cambio de variables que es

P=p, +p,
p:P2*P1

entonces la integral queda

2 3 2 3 2 2
an(ﬁ) /dpldp2|p2—p1|e_%(p?+p§) = m(5> /dpe—%/dmp‘e—ﬁz%

m \2mm m \2mm
2n2c
Tmpf3
Reemplazando ahora la velocidad media | v | /252L obtenemos

2
Neolisiones = \/>n20- | v I
s

Ahora metemos eso en las ecuaciones de 7 y A y obtenemos

Ao VI

no
7T/8

no|v|

Notese que como A no depende de |v| entonces no depende de la temperatura, esto es algo loco. El 7 si depende de la
temperatura a través de |v |.

Ejemplo numérico

Supongamos un gas de esferas rigidas de radio 1 amstrong a una temperatura de 300 K y una presién de 1atm. Entonces
A= 107" cm

se obtiene .
{ T~ 1071%

9. Falté a una clase

n(z,t) = / f d?v — densidad de particulas por unidad de volumen
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10. Viscosidad

Acabo de llegar (tres minutos tarde) y la clase pasada falté. Asi que no sé bien qué estd haciendo. Al parecer estamos
haciendo lo mismo que la clase pasada pero cambiando una cosa. Mandé lo siguiente:

Uo

—> V4

L X
Ouy

u, = uy =0, uy (2), 5= # 0. No sé qué es u. ;Serd la velocidad? Mandé ahora:

. 0
T.. = (pvyv;) B —p%x

T, = m/ ()f/(m/—l— f(l)) Vpv, dv
Ahora tenemos (algo de Maxwell Boltzmann

3/2
fO=n (Zf) exp (_5;71 [0} —ul +u +uﬂ)

puso lo siguiente v2 — u2 v;"’ = U,. Ahora

T =

af©
o — _
f TU, 52
y £ du
- 1o, il
oU, 0z
y
9] 0 afm
m l; = mT% 3j;]x V02 d3v
af© )
= mr Uy — uz) v; dU, dvy dv,
9 (0) 2 (0),2
= mT ETil (f Uz + uz) vz> AUy dvy dv, —mt [ f*vs dU, dvy dv,
(f(O) ><(Uw+uz)vg)J ;:o:ﬂw:() <nu§>
donde el término que da cero es porque f (O)J ;Oi_oo = 0.
Entonces tenemos (?)
Bw=Tm <m)§>
Ahora tenemos (por equiparticién) que 2 (v2) = 28T por lo tanto

w="mnkgT

Usando lo que usamos la clase pasada (falté) de que el tiempo entre colisiones es

m 1 . ..
T =,/ ——=— — Tiempo entre colisiones
]fBT no

entonces nos queda que el coeficiente de viscosidad es

vV kaT

g

,LL:

donde o es la seccién eficaz de las particulitas. Este resultado vale sélo para un gas, no para un liquido. Es evidente ya que
nos dice que la viscosidad aumenta con la temperatura, pero para el aceite de cocina esto es al revés.
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11. Estadistica cuantica

La principal diferencia con todo lo que veniamos haciendo hasta ahora es que las particulas son indistinguibles, méas que
el hecho de que los niveles de energia sean discretos.

Hay que tener una precauciéon importante a la hora de armar los ensambles estadisticos, debido a la interferencia. En el
caso clésico, sacar una pelota roja de una caja no me afecta a lo que pasa en otra caja. En cuantica, ademés de pedir que los
miembros del ensamble sean todos equiprobables, vamos a pedir que no exista correlaciéon entre ellos. Las copias son copias
con probabilidades clasicas, es decir que no son superposiciones de estados cudnticos ni cosas raras, no hay interferencia entre
las copias de mi sistema. Vamos a agarrar un experimento cuantico, lo repetimos miles de millares de veces, y nos fijamos
los resultados. Con estos resultados armamos los ensambles: si la mitad de las veces el electrén esta en un estado y la otra
mitad en otro, entonces con eso nos armamos los ensambles.

Supongamos un fotén. Puede tener spin up, spin down, o bien estar en una combinaciéon de ambos. No es lo mismo tener
en una bolsa dos fotones, uno up y uno down tal que la probabilidad de que salga cada uno sea 50 %, que tener un fotén en
un estado mezclado con 50 % de probabilidad de cada spin.

Lo que necesitamos basicamente es que las copias no interactiien entre si.

Necesitamos armar una funcién equivalente a la densidad de estados p (p, ¢). Vamos a usar la notacion braket. Un estado
puro esta descripto por un ket

[t)) ket, define un estado cuéntico de un sistema

(¢| bra, es un funcional lineal que se aplica a los ket
de modo tal que al aplicar un bra sobre un ket se obtiene un niimero, que es el producto interno
(¢| ) = product interno € C
Si (¢ es un estado y |¢)) es el estado cudntico de nuestro sistema entonces
PP (de que el sistema ¢ sea encontrado en el estado ¢) = | (¢|¥) |*

Vamos a introducir al ket posicién
|r) — ket posicién

de modo tal que la funcién de onda que nosotros conocemos es
¥ (r) = {r|¢) — Funcién de onda en representacién de posicién

(todo ket tiene un bra en el espacio dual, es como eso de los vectores y los covectores).
Usando esto tenemos que la probabilidad de hace unos renglones es

W) = (olr) (rl)
/ 6" (r) o (r) dr

Por ejemplo lo siguiente
(rlAlp) = Ay (r)

y entonces

(r(Dl¢)

pY ()
= —ihVy (r)

Si queremos el valor medio de un observable entonces
A= <’Q/J|AW)> — Valor medio cuéntico
El valor medio cudntico NO ES el valor medio de la mecénica estadistica. El valor medio de los ensambles es
(A) =Y piA;
donde p; es la probabilidad el estado con A;. Cuando metamos la cudntica vamos a tener que
(4) = Zpizi

Zpi <'¢%“A|¢i>

105 RESUELTOS
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Vamos a definir el operador densidad de la siguiente forma
p=> pilts) (Wil tal que » p; =1
i i
(obsérvese que es un operador porque (W;|1;) # 1) (¥;]).
Supongamos una base ortonormal {|n)}, entonces podemos tomar

(n|plm) = ppm — Matriz del operador

;pi<n|¢i> (Yilm)

Son nimeros

donde n y m son elementos de la base ortonormal. Entonces podemos escribir al operador como
p= anm In) (ml
nm

que basicamente es un cambio de base.
Algunas aclaraciones importantes (que se ven en tedrica 2) son las siguientes:

L Op > » o
zha = [%,p} — Liouville

y es la version cuantica de Liouville. La otra propiedad importante es que si estamos en el estado estacionario entonces

[%2 , ﬁ} = 0 — Conmutan en el estado estacionario ®

Debido a que conmuta, entonces p es diagonal en la base de los estados cuanticos de . Esto es, si {|n)} es la base de
autoestados del Hamiltoniano, entonces

p= Z Pn |n) (n| — Es diagonal en estado estacionario en base de 7

n
Ademas tenemos que
Pn = Pnn

Por otro lado, si las fases son al azar (s6lo vale para estados mezcla, no sé bien qué es) entonces pp, es siempre diagonal.
No sé por qué pero ahora mandé lo siguiente

(nls) ($ilm) = a)all)*
donde no usamos més que el hecho de que (n|iy;) es un ntimero complejo por ser un producto escalar y lo mismo para el
otro. No sé por qué pero tenemos lo siguiente

(nlyi) (Wilm) = alal)
= Jafteier )

Si las fases se distribuyen todas al azar entonces no sé qué es lo que pasa. Parece que al sumar sobre todos los miembros del
ensamble es asi

2 (e _p() 2
Z <“|1/Jz> <¢z‘m> = Z |a| ez(Gn O ) — Nensamble | a| 5mn
i€ensamble i€endamble
(la cuenta anterior no la anot6 el docente, me parece que es lo que quiere decir). O sea, cuando las fases 6 se distribuyen
todas al azar en nuestro ensamble, entonces el e'*) apunta siempre en direcciones random y en la suma total se termina
cancelando, SALVO cuando n = m que siempre dard 1.
({Coémo se usa el operador p? Hacemos lo siguiente: el valor medio de la magnitud A en los ensambles es
(4) = Zpizi
i
= Yoo (wildln)
i
= Y pi (Wiln) <n|A|m> (mlys)
i
= men <n|fl\m>
m,n

m,n

= Traza (/3/1)
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11.1 Ensamble microcandénico 11 ESTADISTICA CUANTICA

Notese que
1

Traza (p) = ¢ N
Tr

o sea que puedo elegir a cudnto normalizo las probabilidades. Entonces vamos a tener que

Traza (,614)
Ay = ————~
(4) Traza (p)
Una férmula que no sé bien qué es

(F (A)) = Traza (ﬁF (A))

donde creo que F' es una funcién cualquiera.

11.1. Ensamble microcanénico

Todos los estados son equiprobables. Esto se impone haciendo que la densidad de estados sea igual para todo los estados.
En cuéntica lo vamos a hacer de la siguiente forma

p=">_pili) (il

una matriz diagonal (creo) tal que
=t

v pi, para que sea equiprobable, vamos a tener que

{cte si B; € (B, E + 0E)
pi =

0 en otro caso

donde F; es la energia del nivel 7. Esa constante es justamente la inversa de la multiplicidad, es decir

Por otro lado

F(E){F sitr(p)=1

tr(p) sitr(p)=T

(esto dltimo es s6lo notacién, no es una forma de calcular T'. No entiendo, no sé para qué lo puso. Por las dudas lo anoto.).

11.2. Ensamble canénico

En el ensamble candnico la distribucion de probabilidad es
Z e~ PE:

Q
676”

= 0 Z i) (il

i) (i

>

donde @ es la funcién de particién (es un numerito) y vale

Q = Ze_BE'i
= Tr (efﬁﬁ)

Si los |#;) son una base entonces queda (7) (algo de operador identidad dijeron)
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11.3 Ensamble gran-canénico 11 ESTADISTICA CUANTICA

Acé uno fue valiente y se animé a preguntar algo asi como “qué significa e"™ °Perador?” T cosa es asi
675‘%:17ﬂ%+...
por lo tanto
=B |y = (1 — B+ ) |4;)
= (1-BEi+...)|:)

11.3. Ensamble gran-candnico
El operador p va a conmutar con H y con N (operador nimero de particulas). Entonces
o)
P=""7
donde Z es la funcién de particién y vale

7 = Zefﬁ(Ei*uNj)
1,9
- Tr (e—ﬁ(J;—HN))
Z NQn
N=0

donde z = (no sé) es la fugacidad. Lo de la traza es medio turbio. Al parecer es una tnica matriz e ¢ y j estdn los dos en la
diagonal, no sé. No entiendo.
Por ltimo, el valor medio de una cantidad es

(=2 > N ()

N=0

que significa “el valor medio en el canénico para distintas cantidades de particulas”

11.3.1. Gas ideal cuantico

Vamos a usar el gran canénico sélo porque la cuenta es mas facil, en cudntica.

Particulas idénticas

Supongamos un sistema con N particulas que no interactiian entre si, cada una en un nivel de energia n; (creo). El estado
del sistema va a estar descripto por

[¥) = |n1) [n2) ... InN)

Vamos a definir el operador de permutaciéon P;j que lo que hace es intercambiar las particulas en los niveles n; y n;. De
modo tal que invierte el orden:
[¥) = |n1) |no) ... ) .. Ing) .. nw)

Como en cudntica las particulas son indistinguibles, entonces

Pyj o) = a|¥)

donde o = €"*218° e5 una fase global. Por otro lado, si aplicamos el operador P;; dos veces entonces debemos recuperar el

A2 .
estado original. Entonces P;; =1 es la identidad. Esto implica que

ADEEID)

De aca se sigue que todo sistema con mas de una particula serd simétrico o antisimétrico frente a las permutaciones entre
dos particulas. Es decir que existiran
{ |)s Bosones, espin entero

|) 4 Fermiones, espin semientero
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Una funcién simétrica, en forma generalizada, serd

1
lV)s = ﬁ Z In1) [n2) ... [nn)

° permutaciones

= |ni...nn)

y la funcién de onda antisimétrica sera

1
Ve = — Z dp |n1) [n2) ... [nn)
N! permutaciones
def
= |ni...nN)_
1 si la permutacién es entre un ntimero par de particulas

donde 6, =

— 1 sila permutacion es entre un ntimero impar de particulas

De lo anterior se deduce el principio de exclusién de Pauli (que no es un principio) ya que si dos fermiones estdn en el
mismo estado entonces |¢) , =

Mini ejemplo con dos estados antes de hacer el gas ideal

Supongamos un sistema de dos particulas en el que cada una puede tener sélo dos niveles de energia y son fermiones.
Entonces hay un tnico estado disponible y es aquel en que las dos tienen energias distintas. Es decir

Sl el A )
V2

¥)

En cambio, para bosones vamos a tener tres estados que son

) =) +1=) 1)
= ) ) =) 1=
%) 7 )+ 1=) =)
No le terminé de entender la notacién, qué significan las comas que separan cada estado? Son las distintas posibilidades que
tenemos para 7
Si las particulas fueran cldsicas entonces tendriamos cuatro estados

)+ ) =) =) [+) s =) =)

ya que son distinguibles.

Ahora si: gas ideal cuantico

Supongamos un sistema con niveles de energia ¢;. Cada nivel de energia va a tener una ocupaciéon n; que es “cudntas
particulas hay en el nivel n;”. Los vinculos del sistema son

Zni:N

€n; = )

Vinculos —

Lo anterior es idéntico al caso clasico. Ahora vamos a aplicar la diferencia cuantica: el valor de n; es

{0,1} si son fermiones
! {0,1,2,...} sison bosones

(no tuvimos en cuenta el espin y otras cosas). Segiin qué tipo de particulas tengamos entonces las estadisticas que vamos a
tener son la de Fermi-Dirac o la de Bose-Einstein.
Tenemos que la funcién de particion gran-candnica es

(o)
> NQn
N=0

i Z ZNe—,BZe,',ni
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donde la segunda sumatoria es sobre todas las combinaciones posibles de los n; tales que suman N y z es la fugacidad. La

cuenta sigue
Z = Z Z H (26_65")”

N=0 {ni}7zni:N i

(no tengo idea qué hicimos ah{). El subindice 4 corre sobre todos los niveles de energfa, que pueden ser finitos o infinitos.
Esa doble sumatoria en la que, para todas las particulas posibles sumamos los distintos niveles de ocupacién con dicha
cantidad de particulas, es lo mismo que sumar sobre todos los posibles valores de ocupacién. Esto es

Z o= > > - Hze “)™

ny n2

N )

ny n2

- Z (ze_’Bel)n2 Z (,z*e_BEQ)H2
[ e

Ahora, dependiendo de si tenemos fermiones o bosones la cuenta sigue distinta. En el caso de fermiones tenemos que n; € {0,1}
mientras que para los bosones tenemos que n; € Ng. Entonces tenemos que

H (1 + ze‘ﬁe") fermiones

i

7 = 1
H _ bosones

1 — ze—Pei

(nota sobre la fugacidad®) donde para los bosones usamos la “férmula de Gauss”, que no sé cual es pero se usé.
Usando ahora que, para un gas ideal,

—Z ="
G=Me=or

entonces tenemos que

Z In (1 + ze‘ﬁ”) Fermiones
PV

ksT ) _ Zln (1 —ze ?%) Bosones

es la ecuacién de estado del gas ideal. Lo anterior se puede compactar de la siguiente forma

Zl 1 N E}) aer | 1 fermiones Ec. de estad
— =a n aze ¢ a= — Ec. de estado
kBT —1 bosones

(nota sobe fugacidad?).
El factor de ocupacién (o algo asi dijo, creo) es

aq
62
—Bei

ze

- zz: 14 aze—Bei
1

— Z o

z +a

H (1 + zeiﬁei) fermiones

i

1
| I _ bosones
41— ze—Pei

7

N =

3Como la funcién de particién debe ser positiva, entonces Z = ahi requerimos que la fugacidad para los bosones

tiene que ser menor que un cierto valor para que no quede negativa.
4 Aqui también se observa que es necesario que la fugacidad sea menor a un determinado valor para que esto no diverja. Lo mismo que ocurria
en la nota al pié anterior en la funcién de particién.
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y ademas no sé qué no entiendo nada bajén

1 oo
(i) = — 33 NPy,

efei
z

+a

Ahora creo que estd haciendo un cambio de variables, en lugar de hacerlo en funcién del nivel i-ésimo lo escribe en funcién

de la energia, que es

1
<’I’L€> = Be
e
z + a
1
= —
ersT +q
Observamos que para energias grandes nos queda
_ (e—p)

(ne) — e FBT

energias grandes

es decir que recuperamos la estadistica de Boltzmann.
Por otro lado vemos que para los bosones, cuando a = —1, tenemos que cuando ;;5& — 0 se obtiene (n.) — oo. Es decir

que tenemos lo siguiente:

<n_épsilon>

Boltzmann

Bose-Einstein

(épsilon - n)/kT

Ahora es una clase nueva como dos semanas después, porque se junté el parcial més las consultas méas bla bla bla. En el
grafico anterior observamos que si no hay nada que lo prohiba (lo vamos a ver en algunas clases) si elegimos p = € entonces
todas las particulas, infinitas, pueden estar en en el mismo nivel de energia, el mas bajo. Eso es lo que se llama un condensado

de Bose-Einstein (superconductor, superfluido, etc).

12. Estadistica de Fermi-Dirac

Vamos a arrancar con la ecuacion de estado de un gas ideal. Nosotros tenemos (de lo anterior) que

PV —Bes
m:azm(l—l—aze B )
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12 ESTADISTICA DE FERMI-DIRAC

Para encontrar una ecuaciéon de estado en la que 3 L ‘; = f(N) donde N es el niimero de particulas lo que vamos a hacer es
tratar de despejar no sé qué de (n.) = ———— 7y meterlo en lo anterior, o algo asi. Mandé lo siguiente
ekBT +a

2
kT Zln(1+ze 21)4)
B

Pensemos en una particula en un pozo infinito. Si el tamano del pozo es comparable con la longitud de onda de la particula
entonces la energia estard claramente cuantizada. Ahora, si la caja es muy grande en comparacién con la longitud de onda
de la particula (como es el caso para un gas en una botella) entonces podemos considerar que los niveles de energia forman
aproximadamente un continuo. Entonces la sumatoria anterior la podemos pensar como una integral sobre el espacio de fases:

> mg [

Vniveles de energia

donde no hemos considerado el factor % de particulas indistinguibles por el hecho de que ya lo consideramos en algin
momento anterior cuando comenzamos con estadistica cudntica.

Entonces la ecuacién de estado es Py v
— d®p ln<1—|—ze 52"1)

kT v
y mandé (?)
P 4 3 3
kBiT h3 dpln(l—i—ze Zm)

Haciendo lo mismo con no sé qué (o algo asf) obtuvo

N  Arx / 3 1

- p

Vo z7lexp (ﬂ%) +1
Entonces queremos resolver lo siguiente

kBiT 5 d®p In (1 + ze™ 2>

N  dn / 2 1
&= D
v.on z~lexp (5%) +1

Ahora vamos a hacer un cambio de variables y vamos a definir lo siguiente

f5/2 (Z)

que es la “funciéon de Fermi-Dirac cinco medios”. Haciendo un cambio de variables astuto entonces la vamos a usar para
resolver lo anterior.
Vamos a definir también la

O fs).
foa(2) = =z gz/
= 3
=1 K O
Entonces todo el choclo que queremos resolver lo podemos escribir de forma sencilla asi:
P 4 / 2
—=— [ &®p 1n<1—|—ze‘ﬁ2m) P 1
/;;T ) h3 - Tl Fﬁ/z (2)
- =
—=— [ & g _ 1
A== - o
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donde A = 75’,;527, es la longitud de onda térmica®.
B

Antes de seguir vamos a introducir el espin. Las particulas con diferentes espines no interactiian. Entonces es como
duplicar todo. La degeneracién en funcién del espin de las particulas es g (el ndmero después lo veremos). Entonces vamos
a agregarla asi:

P g
T~ ale(?)
N g
v = el

Ahora no sé qué esta anotando con exactitud, pero creo que es la funcién esa especial en el caso genérico que sale de tabla

© Z—lzg

gu
=1
of,
? afz -1(2)

I
e

Ahora calculamos la energia del gas (creo) haciendo lo siguiente

U::_@J
z,V

observamos que obtuvimos lo mismo que para un gas ideal cldsico, después dependera de cémo depende P = P (V).
Para lo que sigue vamos a numerar lo siguiente y hacer referencias (tenfa que borrar el pizarrén)

P g
T el () (1)
N _ g
= aha) @
pv=u (3)
Ahora calculamos el Cy que es
oUu 15 fs;n (2) 9 f3/2 (2)
Cy=—| =-..=|= - = Nk
Y 3TJV [ 4 fop(z) Afop(z)] 7

que es distinto al del gas ideal que era Cy = %N kp o algo asi, deberiamos recuperarlo en algin limite.
Todo esto es para encontrar las ecuaciones de estado para este gas de fermiones, atin seguimos buscando eso.

5Esto tiene que ver con la longitud de onda de De Broglie al parecer...

ADe Broglie =

SISy

por lo tanto Atérmica ~ >\De Broglie-
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12.1 Gas no degenerado 12 ESTADISTICA DE FERMI-DIRAC

12.1. Gas no degenerado

En el caso de un gas degenerado esperamos que el mismo se comporte como un gas ideal para temperaturas muy altas,
densidades muy bajas (para que los fermiones no interactien mediante el ppio de exclusién). En términos de los pardmetros

microscdpicos vamos a precisar que
3

A
— K1
v

donde v = % es el volumen especifico, lo cual nos imponte que las particulas van a estar muy separadas (o sea densidad muy
baja). Bajo todas las condiciones anteriores deberiamos obtener el limite clasico.

Para pedir 2*/u < 1 vamos a usar la expresiéon (2) (ver mas arriba) y entonces
3
— = 9f5 (2) <1
g es la degeneracién de espin y tendrd algin valor (uno, dos, cuatro, etc), o sea que g > 1. Entonces lo que tiene que ser
chico es fs/,. Entonces

f;s/z (Z) <1

A partir de la definicién de fs/, tenemos que

22 23

f%(Z)ZZ—%‘F@—W
La tnica forma de que eso sea chico es que
z < 1 — Para gas de Fermi-Dirac no degenerado

Este resultado estd bueno porque nos salva de depender de los parametros del sistema para saber si estd o no degenerado.
Simplemente sabiendo que z es muy chica ya esta v'.
Entonces
A3 22
vg 2/

y podemos invertir lo anterior de la siguiente forma

A1 /a3 ?
2 3

donde reemplazamos z“, z°,... por el término de orden cero, o algo asi... Es una cosa media rara asi en el aire. Lo anterior
lo podemos escribir como

A 14 LA +

vg 2%2 vg

Ahora igualamos lo anterior con no sé qué, o lo reemplazamos en no sé dénde. Mandé que de (1) (ver méas arriba) tenemos

P9,
kT A3 2%z

y donde dice z vamos a poner la expansion anterior. Entonces obtenemos

kg1 v 23/2 Vg 25/2 gu
por lo que
Py = 1+ /\734_
Nkg1 o agv

S (2)”

Esto tiene que ver con Van der Vaals. El original es una expresién empirica al parecer, y no es mas que un caso particula
de la expansion del virial. Esto es poner correcciones en la ecuacién de estados teniendo en cuenta las interacciones de las
particulas.

Observamos que si )‘S/gv < 1 entonces PV = NkgT nos queda el gas ideal v'.
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12.2. Caso completamente degenerado (enanas blancas)
Para este caso vamos a necesitar temperaturas bajas, densidades altas. Esto es equivalente a pedir que

)\3
—>1
[

En este caso estamos diciendo que la longitud de onda térmica de las particulas es comparable con todo el “envase”. En el
caso de la enana blanca tenemos que la longitud de onda térmica puede ser del tamafio de toda la estrella. Las funciones de
onda estan todas solapadas en el espacio.

Como )‘73 > 1 entonces z > 1 (la fugacidad). Lo que habria que hacer (que no lo vamos a hacer porque es un cuenterfo

P g
T~ adr )
inmenso) es tomar esto B y expandirlo en términos de ; L 0 algo asi (esta en el apéndice del Pathria).
N 0g %

7 =35 @)

Entonces tenemos que las expansiones son

3/2
Fopa () = 4(Inz) { 2

——— |14+ —(Inz -2 + ...
3/ 8 (In2)
que no es méas que un cambio de variables muy tedioso, o algo asi. Entonces de (2) tenemos que

)\73 B 4(1nz)3/2
guv 37

por lo tanto (despejando y remplazando A = n%zz;)
/s 2
lnz = <3) /3 27@ B
4 (g0)"* m
= Per
donde
n? [ 6m? i
=5 ()
es la energia de Fermi. Entonces podemos despejar
er =kpTlnz (4)

o bien
z = e’F — Fugacidad cuando T — 0

De lo anterior al parecer sacamos que eg es el potencial quimico del sistema cuando la temperatura es cero. No es la tinica
interpretacién para ep, existen otras que las iremos viendo después.
Veamos ahora la ocupacién media de cada nivel, es decir cudntas particulas tenemos en cada nivel. Esto es

1
eBlei—er) +1

(n;) =

donde es la misma expresiéon que teniamos antes sélo que como estamos a T' = 0 reemplazamos p por €x. Como estamos a
T = 0 entonces 3 — 400 por lo tanto

(ni) —

B—~+oo

0 Sieg >ep
1 Sie <ep

Por lo tanto observamos que “el nimero medio de particulas del nivel ¢ es, para T" — 0, vacio si ¢; > ep y lleno si ¢; < ep”,
es decir:
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<n>

p . épsilon
energia de Fermi P

Se puede definir un impulso de Fermi y una temperatura de Fermi segun

_ P

€ = kBTF
2m

€F

Una consecuencia muy importante de esto es que un gas de fermiones va a ejercer presiéon inclusive para temperatura
cero ya que como sélo una tnica particula (o g particulas) puede estar en el nivel fundamental, entonces todas las demds
tendran p > 0 por lo tanto ejerceran presion.

Todo lo anterior parece que es a orden cero. Si consideramos un orden maés, entonces tenemos que hacer toda la magia
esa de invertir la expansion haciendo esa cosa rara que hicimos hace un rato. Ahora tenemos que

X 4(nz)”? 2 _

A®_A(lnz) ™ 1+ (lnz)?
gu 37 8

Usando (4) entonces lo anterior lo podemos invertir (haciendo un poco de magia también) como

€F

[14+ % (n2)77] ”

7T2 kBT
- (B o]

kpTlnz =

Q

Ahora usamos lo siguiente

fs/Q (Z) =

Ahora de (3) usamos

3 w2 —2
U = -NkgTlhz 1+7(1nz) + ...

5
572 (kpT\>
17
+12<6F>+

3
— 2N
51 EF

=U

Lo anterior ya es la energia para un gas de Fermi muy degenerado. De ahi se deduce que el calor especifico es

2 Nk?BT

C =
v 2 (Sl

— Gas de fermiones a T — 0

Este calor especifico satisface el problema que habia el siglo pasado de que tiene que tender a cero para que la entropia sea
cero y no diverja Q.
Ahora podemos calcular la presiéon para este gas

2U
3V
2N 572 (kpT\>

Z 14+ 2

A7 ST (ep > +
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que es la ecuacion de estado para un gas de Fermi a bajas temperaturas. Observamos que

2
Psver 70
como habiamos mencionado antes.
La entropia es
NELT
SR ALY TN IV
2 €p T0

Observamos que si bien las particulas no estardn todas en el estado fundamental la entropia si tiende a cero. Esto es porque
a la entropia le interesa el “estado fundamental del gas”, no el de las particulas.

12.3. Paramagnetismo de Pauli

Vamos a suponer un gas de fermiones de muchas particulas (no nos interesa cudntas particulas) en el gran canénico. Por
ello no nos preocupara N. Por ejemplo un gas de electrones libres dentro de un conductor.

El paramagnetismo es el fenémeno que hace que el campo magnético aumente adentro de un material. El hamiltoniano
de electromagnetismo es

%:i(ergA)Q—u-H
2m c

donde A es el potencial vector y pu el momento magnético dipolar. El término p - H es el que da origen al paramagnetismo
ya que hace que los momentos magnéticos p traten de orientarse igual que H. El término cinético, 2A, es el que da origen
al diamagnetismo. Por lo tanto todos los materiales tienen una componente paramagnética y diamagnética. Lo més comtn
es que gane la diamagnética y por eso son mas comunes los materiales diamagnéticos.

Por otro lado también observamos que se puede analizar el diamagnetismo y el paramagnetismo por separado ya que

H = %iamagnetismo + f%pparamagnetismo
por lo tanto como no estan acoplados los podemos considerar por separado.

Vamos a analizar )

_r _,.
2m
En alguna clase previa vimos que la susceptibilidad magnética era
Np?
Xclasica = l€37T

pero tiene el problema de que Xcissica — 00 lo cual no coincide con la experimentacion. Para ver bien qué pasa es que vamos
T—0

a aplicar estadistica cudntica.
Supongamos que tenemos particulas con espin 1/2. Entonces, la energia de cada particula podré ser

P2
Eﬁ::T:F/iH
m

Obsérvese la relacion entre los signos + y .
Si la temperatura es cero entonces los niveles que estan llenos son todos hasta la energia de Fermi er . Entonces se
satisface (para el tltimo nivel)
o Pie 1as particulas del ultimo nivel

€F = 5 FuH
m

E¢inética mas grande
o bien
Ecinética = €F + /’LH
(nota%). Es decir 1 {a cinética de 1 ticul t 1 val teri
. que la energia cinética de las particulas va entre cero y el valor anterior.
Vamos a aplicar ahora estadistica de Fermi-Dirac. Nosotros teniamos que
o0

Y
vV R p zlefex 41
0

donde Ny es + para las particulas con +u y — para las particulas con —u (nota”), y a cada una le corresponde una energia
e+ distinta dada por Ecetica = € £ pH. Como estamos a temperatura cero entonces § — +o0o y queda la distribucién
cuadrada como la siguiente:

6Lo anterior es lo que escribié en el pizarrén, que creo que es la “energia cinética més grande”. Lo correcto creo que seria poner

Ecinética de cualquier particula S a + MH-
70 sea, N4 es el ntimero de particulas con espin + y N_ el niimero de particulas con espin —.
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<n>

energia de Fermi

Entonces
1 o 1 Sl €< €Ep
z=lefe+1 ] 0 En otro caso
por lo que la integral resulta
Ni 47 Pingsimo +
\% h3 3
47 5
= 3? (QmEcinética méxima) 2

Ahora reemplazé por Egingtica = €r + uH y entonces

_ 47V
~ 3h3 (

No estoy entendiendo mucho pero tenemos lo siguiente:

Ny ep + pH)"?

El eje p es positivo
hacia ambos lados.
Se dibujé asi sélo
para que no se
pisen los gréficos.

'HH

La magnetizacion de la muestra es

M = p(Ny—N-)
ATV

épsilon

= (2m)3/2 [(6}? + MH)S/2 — (ep — uH)a/Q]

3h3

Para calcular la susceptibilidad magnética la cuenta es (parece que se ve en teo 1, o quizd lo vimos en F3, no recuerdo)

M:M0+87M H+...
OH | 5_,

X

La otra definicién de susceptibilidad (no sé de dénde sale) que deberfa dar lo mismo es

X = — lim —

SALF .
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2/3
Recordamos ahora que la energia de Fermi es ep = % (%}2) por lo que la susceptibilidad termina quedando (se reemplazé
que g = 2s + 1 vale 2 para espin 1/2)
3 Nu?
X (T =0K) = S=F
2 (S

Vemos que este resultado es distinto al cldsico, ya que el cldsico tendia a infinito mientras que el cudntico tiene un valor
bien definido. Esto se debe al principio de exclusién de Pauli que no permite que todas las particulas del material estén en
el mismo nivel de energfa y con él momento magnético apuntando en la misma direccién (es lo del gréfico anterior).

12.4. Diamagnetismo de Landau

Vamos a suponer un gas de particulas sometidas a un campo magnético externo. Suponemos que las particulas no tienen
momento magnético (o que lo hemos analizado por separado como hicimos en la seccién anterior). Vamos a considerar el
hamiltoniano de cada particula que es

1 q \2
A= — (p + fA)
m

c

Si consideramos un campo magnético B = BZ entonces tenemos que A = g (zx — y¥) ya que si le calculamos el rotor nos
da el B v'. Entonces el hamiltoniano nos queda

2 2 2
p 1 qB qB
% = = x T
2m+2m [(p 26y> +(py+ 2037) ]
P

El primer término 5= es el de una particula libre en 2. Esto estd bien, a lo largo del eje z no hacen nada por que B = BZ2.

2 2
Los otro términos im {(pI — ﬁy) + (py + %x) } son los de un oscilador arménico cldsico (no lo veo, pero parece

2 2c
. _ 4B
T =3
que es obvio). Parece que si se le aplica Hamilton-Jacobi a ese término se obtienen las ecuaciones cmB que es un
q
. . . 2 . . ’ . z . 2Cm
sistema acoplado pero que si lo despejamos nos da un tinico oscilador arménico clasico.
Los niveles de energia del hamiltoniano son entonces
B2 k2 1
E=—*+ho(l+ 3
2m 2
con w = 28 donde la primera parte creo que tiene que ver con la energia cinética de la particula libre y lo segundo es el

mc

oscilador cudntico. Ahora viene la degeneracién que no es nada trivial y es dificil.
Algo que vimos la clase pasada que ahora no recuerdo qué es es lo siguiente:

q = InZ

= Zln (1 + zeiﬁei)

0JO QUE ESA ¢ NO ES LA CARGA; NO SE QUE ES. Ahora tenemos que ser cuidadosos porque en z tenemos una cosa
continua (porque la particula estd libre) y en « e y no. Entonces tenemos que ser cuidadosos cuando hacemos el pasaje a la

integral, o algo asi. Mandé lo siguiente
L
S
pZ

donde L se obtiene de hacer la integral sobre todo el volumen de z, creo.

Para las otras dimensiones, x e y, hay que ser cuidadosos con la degeneracion. Si B = 0 entonces tenemos particulas
libres. A medida que pendemos el campo los niveles se discretizan y la separacion entre cada nivel estd dada por hw «x B
por lo tanto la degeneracion sale como en el siguiente dibujo
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B=0 B!=0

La separaciéon es proporcional a B

©
o \ell =2 Niveles discretos
2
w \ell =1
\ell =0

Toda esta parte gris va a parar a la primera linea
cuado se prende el B. Entonces esto es la degeneracién

Entonces (esto esta siendo medio inentendible ya)
L2
Z 1 - el / dpz dpy

Pz,Py
L2
= EQW/PJ_ dp1

L2
R pljeﬂ

s . . . . . £
donde p3 = p? + p;. La flecha sz’py — [ ... significa “tiende a cuando el volumen tiende a infinito”. Ademds p? | £+1
significa “evaluar eso en el p correspondiente al nivel £ y el nivel ¢ + 1”. Si multiplicamos y dividimos por 2m entonces nos
aparece la energia

L? e+1 mL? qhB 1 1
hﬁpLJ = h22 €+1+§*€*§
B
= LQ(;L—C = g — Degeneracion

No me gusta como esta explicando esto. Es muy confuso y como que ni sé bien qué estd pasando.
Ahora terminamos la cuenta de

q = InZ

L > ([ L*¢B P 1
hR/dpz ;( C )ln<1++zexp(—ﬁ<2m+7‘w<é+2))))
~

3

Lhch/szze:ln(l—f-zexp (—ﬁ {;;1+hw<g+;)]>)

Para resolver eso vamos a usar la féormula de Euler-Maclaurin (mate cuatro o cdlculo numérico)

Zf(wr) /f dx+%f’(0)

y entonces se obtiene (7)

_VaB /dpz/dac In|l+zexp|—p pz + hwzx _ Bhw dpzé2
h3 h 2 24 2_165%4’,1

R
Ahora vamos a hacer dos cambios de variables que son

2
_gP=
{a:’:Bx y—ﬁ2m

da’ = Bd 2
’ ) dy =y'"* Eﬁdpz
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Entonces, al hacer los cambios de variables lo anterior se convierte en
V qB fﬁ( it ’ Y2 dy
= p /dpz/dac In (14 ze / T 1

= q1+q
Ahora como ¢; no depende de no sé qué entonces no contribuye a la susceptibilidad (o algo asi) entonces no nos interesa. El
g2 si nos interesa. Es

ffl/Q(Z)
OO
o = _(uBB)Qﬁl/z my [ > dy
6h3 2 lev + 1
0
B)? :
— 7%51/2 (27‘(771)3/2 Vf1/2 (2)

donde pup = Ahora no sé por qué pero usamos algo de que ¢ era no sé qué cosas y mandé

2mc

S __
q:karuﬂN*ﬂU
B

por lo tanto

por lo tanto

27m)”? A%
Xdiamagnético — _(?)h)zﬁl/QBfl/z (Z)

Efectivamente obtuvimos que el y < 0 por lo tanto la sustancia es diamagnética. Ademéas vemos que x « pup por lo tanto
siempre suele ser muy chico y por eso el término paramagnético suele ganar al diamagnético.

Otra cosa importante es que el diamagnetismo es un efecto puramente cudntico. Esto puede verse en el hecho de que
pup o< b por lo tanto si A — 0 entonces Xdiamagnético E} 0 (los h? que dividen se cancelan con unos h que estin adentro de

la fi/, aparentemente).

12.5. Conductividad en metales

Los electrones libres en un conductor se mueven en forma libre tal como un gas de fermiones. Tenemos que

A

E
— 2 [ura

donde lo tinico que sé qué es es E el campo eléctrico y f la distribuciéon de Boltzman. Parece que hacemos la aproximacién
del tiempo de relajaciéon y tenemos que la soluciéon de equilibrio es

fo- 1
e’ﬂT‘%—&—l

por lo tanto en la ecuacién de Boltzmann nos queda

( (1)
%‘FW‘FF Vof® = 2

T

por lo tanto
af©
op-

fO = —1qE
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Ahora reemplazamos eso en ¢ y obtenemos

donde el término que se cancela en el primer renglén es por que p, es impar y f(©) es par. Entonces

TLq2T
g =

m

Observamos que la cuenta es practicamente la misma que para el caso clasico. Lo que cambia es respecto a 7. No estoy
entendiendo nada, pero esta diciendo algo de que el 7 tiene que ver con la velocidad méas probable que es cero y no sé qué
problema trae eso. Parece que se define el tiempo medio entre colisiones usando la velocidad de las particulas que tienen la
energia de Fermi.

13. Estadistica de Bose-Einstein

En un momento hace algunas clases atras encontramos que la ecuacion de estado para bosones era
prPv _ Be,
— = E In(1-ze 561)
kgT .
K3
en el gran canénico (creo). Haciendo no sé qué® se obtiene

PV 47V p?
— =—In(l1-2)——— [ dpp*In{1—ze Pom
T (1-2) 3 pp (
En lo anterior separamos los modos con p = 0 antes de pasar al continuo ya que son singulares y de otro modo no los
hubiéramos contado, ya que se escapan de la integral.

Haciendo lo mismo con el volumen especifico (tal como lo hicimos con Fermiones) obtenemos

1 N 1 1
v \%4 %4 Z—lefﬁ% _1
1 =z 47 p?dp

V1i—z ' h3 2716—[35’—;71

Una vez superados los pasos anteriores parece que la estadistica de Bose-Einstein sigue igual que la estadistica de Fermi-
Dirac. Queremos despejar z en funcién del volumen especifico o z en funcién de ,fs—vT y reemplazarlo en la otra, para asi
obtener la ecuacién de estado. Como esto no es sencillo entonces vamos a hacer varios trucos magicos como hicimos en el
otro caso (Fermi-Dirac).

Vamos a hacerlo rapido. Vamos a escribir

P 1 1
N 1 =z

SEVING

A Bt P

Vovioz ! aPe

donde g; (z) son funciones mégicas como las f; (z) en Fermi-Dirac. No sé bien por qué pero se deduce de alguna forma que

1 No z
== No=
vov 1

8Parece que estamos haciendo algo que es igual que en Fermi-Dirac por lo que dijo. Estan hablando algo de pasar al limite continuo, pero no
recuerdo bien qué vimos la clase pasada.
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donde Ny es el nimero de particulas en el estado fundamental.
Las funciones ¢ son

147 _
95/2(2) = —ﬁ/dx 2% 1n (1—26_12)
0

0
ZZ

5/2
Z:lg/

095/,
932 (2) = Zigéz(z)

= X
La diferencia ahora es que las g no convergen para todo valor de z ya que todos los términos son positivos. Esto requiere que

z € (0,1) (a diferencia que en Fermi-Dirac que convergen para todo z).
Ahora podemos calcular la energia segin
0
U = qJ
z,V

-~ 95

3 \%

donde ¢ es algo relacionado con la funcién de particién, no sé. A continuacion se puede usar el mismo truco que usamos para
. . o1 o . (. P 1 1 .
Fermi-Dirac que es escribir a gs;, = algo que se despeja de aca: W = TV In (1 — 2) — 5395/ (2) entonces se obtiene que

cuando A\ < V o algo asf entonces U = %PV.

Altas temperaturas

Esperamos recuperar el gas ideal cldsico. Como queremos temperaturas altas entonces z < 1 (no sé por qué). Al orden
mas bajo podemos aproximar

Gs/2 (Z) ~z
g3/2 (2) =z
P 1 1
Para el logaritmo también podemos despreciar términos. Entonces en ]\f 1 se obtiene que

+ 0y (2)
T R P
Vo Vi—z a3
PV = NkpT haciendo lo mismo que la clase pasada (la vez pasada lo hicimos en detalle, hoy no).
Si queremos mantener términos de orden superior para gs;, y gs/, entonces (haciendo lo mismo que la clase pasada) se

obtiene .
PV ad A3\
NksT ; e <u>

donde esa suma es la expansién del virial que tendra otros términos a, distintos a Fermi-Dirac.

Observamos que a temperaturas altas no hay magia, todo lo que se obtiene es lo que ya sabiamos con la termodindmica
clésica.

Antes de seguir con el limite de bajas temperaturas vamos a analizar dos casos importantes.

13.1. Gas de fotones

Es un montén de fotones dentro de una caja. El ejemplo tipico es el cuerpo negro. Supongamos entonces la tipica caja
negra con un pequenisimo agujero en un lado, llena de fotones en equilibrio térmico en el interior.
La energia de cada foton es
E = hw

donde
w=c|k]

donde c¢ es la velocidad de la luz y k el vector de onda (electromagnetismo) entonces

E=cp
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La energia de N fotones es
E=> hwng,
k,o

donde o son las polarizaciones y k los nimeros de onda que hay.

Los fotones tienen una propiedad peculiar que es la siguiente: supongamos dos fotones de frecuencia w. Ahora supongamos
un unico fotén con frecuencia 2w. En ambos casos tenemos la misma energia. Entonces el costo de crear un fotén de frecuencia
2w o dos fotones de frecuencia w es el mismo. Esto hace que el vinculo sobre la energia F no imponga ninguna clase de
vinculo sobre N. Entonces el potencial quimico de los fotones es nulo

Hfotones = 0

El hecho de que px = 0 hace que el ensamble canénico y el gran canénico sean idénticos.
Vamos a escribir el ensamble canénico para el gas de fotones. La funcién de particion es

Q — Z e*ﬂEz‘

{nk,o}
= Z exp _5 Z hwnk,o’
{nK,o} k,o
— H Z efﬁhwn
ko n
1
= H T _Ghe Zgran candnica
k,o 1 —emph
entonces
q = InZ
= - Zln (1 — e_m“")
k,o
= —QZln (1 - e_ﬂh“’)
k
PV
= T (1)
Ahora calculamos la energia con
_ Y
YT e
2hw
- Z o—Bhw _ |

k
= D (k) (2)
k

Los fotones no tienen condensado de Bose-Einstein porque no existen fotones con energia igual al potencial quimico, es
decir fotones con energia cero (recordar que pgotones = 0). Esto hace que no exista condensado de fotones, a pesar de que
algunos dicen que un laser lo es sélo para que les publiquen su articulo en la revista Nature.

Ahora vamos a hacer el limite de volumen muy grande, V — oco. La energia en este caso tiende a

ixV o[, huw
U 2 [P

Si pasamos dividiendo el volumen entonces
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donde u es la densidad de energia (el espectro) que vale

h w3

Weﬁhwi—l — Planck

u(w,T) =

donde esa u es la que habia encontrado Planck al principio de toda la cuantica. Esto es lo mismo que habiamos encontrado
en F4 asumiendo los osciladores en las paredes del cuerpo negro, asumiendo que su frecuencia estaba cuantizada, s6lo que
ahora obtuvimos la u con un gas de fotones.

Integrando lo anterior sobre todas las frecuencias se obtiene la energia total
U 7% (kgT)*

V15 (he)®

y el calor especifico es
cv  ArkY g
V. 15(he)®
Ahora queremos la ecuacién de estado. Para ello hacemos el limite en el continuo de la suma ), In (1 —eh h“), es decir

PV 47TV 2 — Bhw

A7V i3

= -9 1503 /dw wzln(l—e_ﬁhw)

o0
A7V 3 3 _ Bh w

= _2711303 w’In 0~ ?/ dw ]

0
Es Planck!
1%
3
La ecuacién de estado entonces es
U
PV = 3 — Gas de fotones

Esto es la presion de radiaciéon, donde U es la energia del campo electromagnético.
Si ahora queremos deducir la férmula de Stephan-Boltzmann integramos la densidad de radiacion que se emite por un
agujerito en el techo de la caja, esto es

7'/2 27 U
I = /dgb/d@ V’uzsinﬂ
0 0
= oT*

donde es la constante de Stephan-Boltzmann.

13.2. Gas de fonones

El gas de fonones permite resolver el problema del calor especifico de un sélido a temperaturas muy bajas. Vamos a
considerar un sélido como la tipica red de masas unidas con resortes. Tenemos N particulas. Ojo, no dijimos N fonones!.
Este sistema va a tener 3N modos de vibracién. Cada modo de vibraciéon es un fonén. Entonces tenemos 3N fonones.

Los fonones son pseudo-particulas. Los fonones son muy parecidos a los fotones. Parece que son iguales en todo salvo en
que se mueven a una velocidad v, (del sonido). Entonces su impulso serd

p=hk= heo

Us

Otra diferencia con los fotones es que la polarizacién es tres ya que las ondas pueden estar polarizadas en forma vertical,
horizontal o longitudinal. La energia es entonces

3N
3hw;
U= Z; e
1=
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donde el 3 es por la degeneracién de polarizacién y ademads otra diferencia con los fotones es que la frecuencia ya no va
hasta infinito sino que tiene como méximo un valor de 3N (recordar de Fisica 2).
Haciendo el limite al continuo se obtiene

Wmax

47V 9 hw
U—>3—h3 / p“dp ]
0

Lo dificil de la sumatoria de antes y de la integral de ahora es el hecho de que los w; y el wysx dependen de la geometria de
la red. No es lo mismo una red triangular que una cuadrada, etc. Esto hace que sea muy complicado.
La cuenta anterior sigue

4V (RN, hw
T
h Vs efhw 1
0
Ahora queremos estimar el wys, en forma razonable. Para ello lo comparamos con no sé qué cuenta de antes y llegamos a
3
4,7:3‘/ (i) w? = g (w) es la degeneracién media de cudntos fonones

v
se pueden meter entre la frecuencia w y w + dw . Esto implica que si se integran todos los posibles modos de vibracién, i.e.
J 9 (w) dw, se tienen que recuperar los 3N modos. Esto es:

la conclusién de que en la cuenta anterior tenemos que 3

Wmax

gw)dw =~ 3N

de donde se obtiene que

672

1/3
Wmax ~ Vs ( v ) = Wde Debye = WD

No olvidar que es s6lo una estimacioén ya que nunca tuvimos en cuenta la geometria de la red. Podemos definir una temperatura
de Debye segin
hwp = kpTp

Obsérvese que si se llega a la temperatura de Debye el sélido se destruye (se derrite). Esto es porque tenemos una energia
tal que podemos excitar la maxima frecuencia de los osciladores. Chau.
Ahora volvemos a la integral que queriamos resolver:

4V (RN T, hw
U — ?)—h3 (%) /wieﬁhwfldw
0
Bhwp

3V 1 / 3
= dx
2m2y, fEh3 er —1

0

y de aqui
Tp/T

U 3 8

— = 3kgT d

N B (1o jr)? / w1
0

D(Tp/T)
donde D (Tp/T) es la funcién integral de Debye. Se satisface que
U ™ [ T\°
— 3kpT — | —
N o B (TD)

por lo tanto
Cy ~ Ts v

que resuelve el dilema del calor especifico a temperaturas bajas.
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13.3. Condensado de Bose-Einstein

Bésicamente es un gas de bosones a baja temperatura. Es un gas de bosones completamente degenerado pero que conserva
el nimero de particulas®.
De algtn lugar teniamos lo siguiente
N 1 =z 1
Vovios Tl
y por algo que en su momento no entendi habiamos visto que
1 z o N()

Vi—-z V
es el nimero de particulas del estado fundamental, o algo asi, sobre el volumen. Esto implica qeu

1 N.
a9 ) =3

donde N, es no sé qué.
Veamos cuando tenemos un nimero grande de particulas en el fundamental, o sea Ny. De lo anterior sabemos que'°

NNy A3
v —7_93/2(Z)>0

Lo anterior es “por definicién” mayor que cero ya que en el fundamental no puedo tener menos que cero particulas'! y
tampoco pudo tener cero porque no sé qué'?. Lo anterior se satisface <=

)\3
— > g3/, (2) — Condensado de Bose-Einstein
v

Si ocurre que la longitud de onda térmica de las particulas \ satisface lo anterior (donde v = %) entonces tenemos un
condensado de Bose-Einstein. El niimero de particulas que habra en el fundamental serd'?

z

Ny = ze0,1]

1—=2
La funci6n gs/, tiene la siguiente pinta:

932 zeta 4e riemman(3/2)

Se satisface que
g2 (2 =1) = ((3/2) = 2,612...

donde ¢ (z) es la funcién zeta de Riemman. Entonces requerimos que

A3
% > gs/s (z=1)=((3/2) =~ 2,612...

(es el peor caso cuando z = 1) entonces vemos que la longitud de onda térmica tiene que ser del orden de la separacién
de las particulas (aproximadamente el doble o mds). Para A = Acitico €8 cuando empezamos a tener un condensado de
Bose-Einstein.

Vamos a reemplazar

)\CrftiCO =V algo

9La clase pasada hicimos el gas degenerado pero con niimero de particulas no fijo, siendo las particulas los fotones y los fonones.

10La igualdad siguiente se debe satisfacer siempre. Es “la posta” para los condensados. Para que haya condensado necesitamos que Ng > 0, es
decir que pedimos que hayan mas de cero particulas en el fundamental.

1 Ademés A > 0y V también.

12Creo que es porque queremos tener muchas en el fundamental...

13Esto sale de & —2— = &0 unos renglones méas arriba.
V iz v
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3
y entonces obtenemos, a partir de )‘—UF = gs2 (1),

orh2 \* N
mbkpT v = 03/» (1)

De aqui obtenemos una temperatura critica que es

o2 (N N7
© mkp <Vc<3/2))

por debajo de la cual empezaremos a sumar mas y mas particulas en el estado fundamental. Cuando la temperatura es
T =T, entonces “ponemos la primera particula en el fundamental” y a medida que seguimos bajando la temperatura vamos
sumando més particulas.

Podemos repetir la cuenta anterior pero dejando la temperatura y el volumen V fijos'* y obtenemos

kpT\”?
N, = (”;ﬁ;’;z) CeR)V

Para tener un condensado necesitamos que N < N., de modo tal que tenemos “poquitas” particulas y todas se van al
fundamental.

Parece que si N < N. = Ny =0y N = N.. Por otro lado, si N > N, entonces N, = N. y Ng = N — N.. O sea que si
mantenemos V' y T fijos y empezamos a agregar particulas, entonces cuando tengamos N particulas vamos a tener N — N,
en el fundamental y N, con N, (que ain no sé qué es). Esto es un cambio de fase.

Si ahora variamos la temperatura manteniendo constante N y V' (esto es lo que se hace en los laboratorios) entonces
tenemos que

15

3/2

N,=N, = NT*?

2mh?

mkp (c (3}/? V> e

I

=
A/~
Sl
S~

Combinando esto con Ng = N — N, se obtiene que

3/2
No— N [ (5
T.

(obsérvese que la férmula anterior sélo vale para temperaturas menores a la critica). Entonces como conclusion tenemos que

0 T>T,
T\

- (z)
Te

es el nimero de particulas en el estado fundamental. El caso para T > T, lo hicimos la clase pasada al parecer, cuando
dijimos que z — 0. El grafico de lo anterior es asi:

Ny =

N T<T,

Nepsilon

No

T

14No sé cémo hizo, creo que lo despejé del mismo lugar que la temperatura.

5 Usando N = (%)3/2 ¢C(3/2) V.
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13.3 Condensado de Bose-Einstein 13 ESTADISTICA DE BOSE-EINSTEIN

Observamos que para temperaturas mayores a T, tenemos una unica fase, todas las particulas con niveles excitados, es
decir en N.. En cambio, cuando estamos a T' < T, tenemos dos fases en coexistencia: una fase de “gas clasico” que son las
que aun quedan en N, y una fase que conforma un condensado de Bose-Einstein.

Este tipo de transiciones de fase, a diferencia de las comunes como cuando el agua se hace de vapor a liquido, no ocurren en
el espacio “real” x,y, z sino en el espacio de momentos. Las particulas con Ny estdn con momento cero y las particulas con N,
tienen p > 0. Entonces no es que vamos a ver “gotas” o “nubes” de condensado de Bose-Einstein, sino que la “condensacién”
se da en el espacio de momento. En el espacio xyz es “homogéneo”.

Vamos a buscar ahora la ecuacién de estado, igual que lo hicimos las veces anteriores. Para ello hacemos

P 1

1
m = FQS/Q (Z) — —ln(l 72)

\%4

Antes que nada vamos a ver que el segundo término es siempre despreciable, para cualquier valor de temperatura.

» Para T' < T, entonces tenemos que Ny = = por lo tanto z = 1513/0 ~1- N%] + ... debido a que Ny — oo (porque

estamos en un condensado) y entonces z ~ 1 por lo tanto In (1 — z) = 0.

2
-

= Para T > T, entonces ’\73 = g5 (2) ® 2+ 3572

(lo vimos la clase pasada) y entonces z =~ U/is-

En el limite termodindmico (creo) tenemos que V — oo por lo tanto 3 In (1 — z) — 0.

Entonces
P 1

kBiT = ﬁ%/z (2)

de donde se puede despejar que

kaT o2
P g(s/g)( 972 ) T<T,
kT
Gs/2 (Z)
e T>T1T,

donde usé que gs/, (1) = ¢ (5/4) =~ 1,342....
Si la temperatura es igual a la temperatura critica entonces tenemos que la presién vale

m
2mh?

P (T:) = Psaturacion = € (5/2) ( )3/2 (kBT)5/2

y como es justo la temperatura a la cual se produce el cambio de fase, entonces la anterior es la presién de saturaciéon. Ahora
vamos a usarla para hacer Clausius-Clapeyron. Esto era

0P, (T) 5 mkgT 3/2
WJ En la transicién de fase B §< (5/2) < 27Th2 ) kB
_ 5C¢(%2) ks
O 2¢03R) v
_ 1 [5¢CR)
= o BT

La ecuacién de Clausius-Clapeyron clésica es %];fJTransiCién = ﬁ por lo tanto, de lo anterior deducimos que

_5¢65)
=acet

y como el volumen ocupado por las particulas en el nivel fundamental es cero

16 entonces tenemos que

0
Av = Vde la fase comtin — }’({

VUde la fase comtn

v

por lo tanto verificamos que el pasaje a condensado de Bose-Einstein es un cambio de fase. Y no sé por qué (algo de la
ecuacion de estado) tenemos que es un cambio de fase de primer orden ya que el calor especifico serd discontinuo.

16Esto es porque justo a la temperatura critica tenemos que Ng = 0 porque es justo cuando empieza el cambio de fase, tal como lo vimos en el

grafiquito hace un rato, el siguiente: . El hecho de que vgp = 0 no significa que un condensado de Bose-Einstein no ocupa volumen,
ya que a medida que Ny comienza a crecer, también lo hace Ny, pero ya no estamos a la temperatura critica.
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13.3 Condensado de Bose-Einstein 13 ESTADISTICA DE BOSE-EINSTEIN

La energia interna para todo esto es

3kgTV 3 m \/? 5/5
o2 i ee =5V (5E) e T<T
T3 T ) 3kpTV 3/ m o\ 572

S0 () =3V (505)  keD) g (z) T>T

y el calor especifico es
- 15 kBV 3]€BTV 895/2 0z
e U S N R U

Ahora vamos a usar unas identidades magicas que son

993, 1 A3 1 ( 2 h? )3/2
v

9 ;gs/2 T>T.= g5, (2) = — =

y entonces entonces

dgs, 3 ( 27?2 )3/2 1

0z ) mkpT T

33

T

3
= —ﬁga/z (Z)

9g:
y usando 81/2 = %glh tenemos que

0z z g3 (2)

87T - 2T2g1/2 (Z)

(notalT)
. 9gs . -
Bueno, ya podemos seguir con el Cy, ya que ya calculamos g Z/ 2y g—;. Fuif, va rapido. Reemplazando estas cosas en el
segundo término del Cy obtenemos

3kpTV 09y 0z 9kpV 1
2 X 9z T 4 X\ 7z

k

Vv — ’CBUN :kB

Ahora usamos que "y~ = "3 y entonces 2

1
93/2(Z)

%k‘BTV 395/2 % B 9k N93/2 (Z)

2 N 9z 0T 477 G1s2 (2)

Finalmente el Cy es

15 kgV 9 93> (2)
== g, (2) — SkgN
Ov =755 90~ gks 912 (2)

El gréfico del Cy (ahora no sé de dénde sale la parte que es para T < T.) es

Cv

3/2*N*kg

T

Tc

w(T)

17Para, g—; nos tomamos todo este laburo por el hecho de que z (T) = e?# = e*BT y no sabemos cémo es u (7). Entonces hicimos todo lo

anterior.
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13.4 Superfluidos 13 ESTADISTICA DE BOSE-EINSTEIN

donde la discontinuidad en la derivada es porque es un cambio de fase de primera especie (o eso que hasta el dia de la
fecha nunca entendi).
La entropfa (no vamos a hacer las cuentas) es

5 v
S §Fg5/2 (1) T<T,
Nk 5 v
B 33395 (2) =lnz T>T.

Debido a que A ~ /T entonces SBose-Einstein condensed — 0 como lo requiere la termodindmica v .
T—0

13.4. Superfluidos

Diagrama de fases del Helio:

solido g
liquido
Hel
25 atm

liquido
(superfluido)
He 2

gas

T
Tlamda=2'18 K

Habiamos visto en algiin momento que la viscosidad era p = TukpT ~ /T por lo tanto si la temperatura se va a cero
entonces la viscosidad también (esto lo habiamos hecho para gases, y para liquidos no es tan asi. Pero parece que en este
caso sf funciona).

Supongamos que estamos en una temperatura finita, entonces vamos a tener dos fases en coexistencia: una como liquido
normal (helio 1) y otra como superfluido (helio 2).

Supongamos en realidad que tenemos todo en formato de superfluido a temperaturas muy bajas tales que T' < T (T es
la del diagrama). Supongamos que le damos un “golpe” al superfluido (literal). Entonces se van a generar ondas mecédnicas
en el liquido, es decir fonones. Al medir el espectro de los fonones en el helio parece que se obtiene algo asi:

E=\hbar\omega

k

Debido a que lo modelamos como un gas de bosones entonces esperariamos que la relacién de dispersién para los fonones
sea hw = hvsk. El problema era que se observaba la segunda curvita que no esta descripta por nuestro modelito, y pensaron
que tenia que ver con modos de rotaciéon lo cual hoy en dia se sabe que estd mal. Entonces los llamaron rotones.

Para explicar eso se usa el modelo de Tisza, que es una modelizacion del helio II como una fase superfluida méas una fase
normal, es decir que la densidad es

P =ps+tpn
donde ps es la de superfluido y la otra la de norma. Entonces el momento lineal es una combinacién de los dos. Este modelo
tenia algunas fallas y Landau lo arreglé. Es por esto que le dieron el premio nobel. Parece que las ecuaciones son

p=ps+tpn
PU = PsVs + ppUy

1. Las dos fases se mueven en fase. Esto es una onda de presion comin, sonido comun.

y las soluciones son de dos tipos:

2. Las dos fases se mueven en contrafase. Esto hace que la presién no varie ya que en un punto “meto méas superfluido y
saco fluido comdn”, pero si es una onda de entropia. Esto es algo que no ocurre en la vida normal, y se llama segundo
sonido. Una onda de entropfa.
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13.4.1. Algo
Consideremos el estado en reposo del superfluido

N

o) = [T 1¢)

i=1

donde |p) es el estado fundamental de un bosén. Vamos a normalizar de una forma distinta, no a uno sino a N de modo tal
que

(Yol o) = N

Si queremos obtener la funcién de onda del superluido simplemente le aplicamos el operador de posicién
(rira...rN| o) = o (r1,72,...,TN)
Si queremos trasladar todo el condensado hacia otro lugar, entonces le aplicamos el operador de traslacién
1) = eFPT [iho)

p = Nmuvg

on TZ%ZH

esta traslacién a ver qué obtenemos. Esto es

¢ donde v, es la velocidad del superfluido. Esto es de tedrica 2, olvidate que lo entienda. Vamos a calcular

W) = eFPT |yp)

i 1 )
_ eﬁvaS'WZh

— R o)

Yo)

Vemos que no nos cambia la temperatura (7).
Lo anterior es como mover el superfluido como si fuese un rigido, todo junto. Ahora vamos a moverlo para distintos lados
en cada uno de los puntos. Si la dependencia de v, (x) es lenta comparada con A (la longitud de onda del fluido) entonces

) = e v e

o)

Ahora vamos a aplicar un argumento que aplicé Feinmann. Supongamos que tenemos un superfluido y trazamos una
curva cerrada C. A lo largo de dicha curva vamos a tener muchos bosones. Si intercambiamos la posicién de cada uno de los
bosones dentro de la curva, entonces el estado cudntico que obtenemos es el mismo porque las particulas son indistinguibles.
Por lo tanto el cambio en la fase que se produce tiene que ser

m
A@:EZusi-Ariz%'n

conn =0,1,.... O sea, aplicamos el operador de traslaciéon a lo largo de una curva y trasladamos a los bosones a lo largo
de la curva.
Si ahora tomamos el Ar; — 0, es decir que los movemos muy poquito dentro de la curva, entonces obtenemos (?77)

2
/us-dﬁz mnh
m

c

Ahora aplicamos el teorema de Stokes sobre dicha integral, que es a lo largo de la curva, y entonces

/u5~d£:/§><u5-ds
S

c

pero resulta que V X uy = w, es la vorticidad del superfluido y vamos a llamar

= /ws - ds — Circulacién de un fluido
S

y se obtiene que la circulaciéon del superfluido esta cuantizada, es decir que

2mh
=—n
m
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13.5 Superconductores 13 ESTADISTICA DE BOSE-EINSTEIN

Esto es algo muy raro porque la circulacién de un fluido es algo macroscépico, y estd cuantizada para un superfluido.
Supongamos ahora que hacemos tender la superficie a cero, es decir que tomamos

27h
/ws'ds:in
m

S

y evaluamos qué pasa cuando & — 0. El lado de la izquierda tiende a cero, pero el lado de la derecha estd cuantizado,
entonces tenemos un problema. No entiendo nada... Una posible solucién es que

ws =0

y la otra no la entendi. Si ws = V X uy; = 0 entonces ug es un campo conservativo por lo tanto se puede obtener como el

gradiente de algo.
El otro caso es cuando tenemos regiones con ps; = 0, entonces el recinto no es simplemente conexo y no vale Stokes y no

sé qué mas y parece que lo que resulta es que la vorticidad de un superfluido esta toda concentrada en una delta de Dirac y

ademas estd cuantizada.
No sé qué estamos haciendo ahora, pero si quisiéramos obtener la densidad en funcién de la posicion la podemos obtener

asl:

p(r) =myy*

Podemos definir un flujo de impulso usando el flujo de probabilidad multiplicado por la velocidad y por la masa, o algo
asi. Hoy le estoy entendiendo particularmente poco, no sé si es porque el tema es muy raro o porque estoy super cansado.
La corriente de momento entonces la definimos como

i) = p,
= 2 (v -9 Ty)

de donde podemos despejar la velocidad como

o _ b (VT Ve
S 2m o WP
2m
h -
m

Entonces tenemos las dos siguientes ecuaciones que el profesor recuadré, asi que deben ser importantes:

p(r) = mipyp*
- (h — Transformacién de Madelung
us (r)=V (mgo>

La transformacion de Madelung se ve en tedrica dos parece.
Observamos que el hecho de que us = Valgo implica que la velocidad no tiene vorticidad, tal como habiamos visto antes.

Esto, sin embargo, es cierto siempre y cuando p # 0 ya que lo pasamos dividiendo, entonces no sé qué. También se aplica
algo asi para la fase ¢ que tiene que estar bien definida. De alguna forma que no entiendo recuperamos la idea de que la
velocidad es gradiente en todos los puntos salvo en lineas del espacio r.

13.5. Superconductores

Pasa lo mismo que en el caso de los superfluidos con la vorticidad. La condicién que se obtiene es que Vx A= B =0
en todos los puntos salvo en puntos singulares que forman lineas, igual que los vértices de los superfluidos. Ademéas el flujo
magnético en estos vortices esta cuantizado de la siguiente forma

/B.dsanhqi
S

donde la carga del electron aparece dos veces porque son los pares de Cooper.
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14. Modelo de Ising

Es un modelo de juguete que es una porqueria de un iman real. Lo bueno es que sirve como punto de partida para sistemas
fuertemente interactuante (creo). Otros problemas que pueden modelarse con el Ising son

1. Gas en una malla. Supéngase una malla que tiene agujeritos y las particulas del gas se pueden meter ahi, como haciamos
hace algunas clases. La diferencia ahora es que el hamiltoniano depende de si dos celdas adyacentes estan ocupadas o
no. Entonces las particulas prefieren meterse en agujeros vecinos.

2. Aleaciones. La forma en que se distribuyen los 4tomos en una aleacién es otro problema que se modela con Ising.

3. Absorcién. Es muy parecido al primero.

4. Percolacién. Es un problema que estuvo de moda en los tltimos 30 anos, en especial entre los matemaéticos. Implica
pasar cosas a través de un filtro, por ejemplo cuando hacemos café.

Vamos a proponer un modelo para un iman'® como una coleccién multidimensional de espines. Vamos a tratar de entender

el ferromagnetismo, es decir el hecho de que por debajo de la temperatura de Curie la muestra puede quedar magnetizada.
Es un modelo de D dimensiones asi:

Vamos a considerar que cada espin sélo ve el campo magnético de sus primeros vecinos'®. Entonces el hamiltoniano es
H=—J E Uigj—/J,B E g;
i,j primeros vecinos Vi

donde o; = £1 segtn si cada espin es para arriba o para abajo. Como estamos en un ferromagnético entonces J tiene que
ser mayor que cero ya que si tenemos dos espines en antiparalelo tenemos menos energia. Tenemos que

J >0 Ferromagnético

J < 0 Antiferromagnético

Lo primero que calculamos es la funcién de particién?® que es

Q _ Z 67&#
Yo;
= Zexp BJ Z 005 + B,uBZcri
Vo, i,j P.V. i

18En el mundo real son mucho més complejos.
9Hay modelos a segundos vecinos, terceros vecinos, etc. El modelo de Ising sélo considera primeros vecinos.
20 Canénica, porque lo queremos a temperatura constante.
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Si lograsemos resolver la suma anterior entonces luego calculamos la energia libre de Helmholtz con F' = —kpT In @ y listo,
tenemos todo. Teniendo la F' entonces podemos calcular la energia interna segtin

0
—%IHQ

9 (F
_85<k3T>

o (F
— _72 = ([
= Tor (T)

U
aT

U

y también el calor especifico

O*F
= T

Otra magnitud de interés para un iméan es la magnetizacién, es decir

M

(5)

B oF
0B,
donde OB es la derivada respecto del campo magnético.
Lo que vamos a hacer durante algunas clases es cuentas para encontrar la F'. Comenzamos con la funcién de particién.

En 1D no hay magnetizacién (con primeros vecinos)

Vamos a ver que no hay magnetizacion si estamos en una dimensién y a temperatura mayor que cero. Sabemos que
F =U —TS. Tomemos entonces una red de N espines en una unica dimensiéon. Ahora los ponemos, a temperatura 0, todos
ordenados mirando hacia arriba. Entonces el sistema estd magnetizado.

Supongamos ahora que la temperatura sube. Entonces, en un momento, un niimero de particulas N_ invierten su espin
producto de la agitacién térmica, pero formando un dominio (o sea, todos juntos):

RRRARNRRRUANRRR

Entonces, viendo el hamiltoniano, se observa que la energia disminuye en una cantidad
AU = Ucon todos alineados — Ucuando un dominio se invirtié

= —4J

ya que sblo nos importan los bordes del dominio (los recuadré en rosita) que se invirti6, en el medio la energfa es la misma.
Entonces vemos que AU es independiente de N_, s6lo le importa cuantos dominios hay.
Respecto a la entropia, ésta aumenta. La multiplicidad del macroestado que tiene N espines en total y una energia —AU

() = 2o

(o sea, un tnico dominio) es

por lo tanto

AS = kpln <];7)

kEg[InN+1In(N —1) —1n2]
2kpIn N

21Recordar nuevamente que el estado es independiente de N_, s6lo nos interesa el hecho de que es un tnico dominio.
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Ahora calculemos AF, que es
AF = AU -TAS
= 4J —2kgTIn N
—2kgTIn N

Q

donde la aproximacién es porque J es la energia de interaccién microscépica y por eso es muy chiquita comparada con lo

otro.
Debido a que la energia de Helmholtz es estable en su minimo y el AF nos dio < 0 entonces el segundo estado es

mas estable que el primero. Esto nos muestra que el sistema prefiere aumentar el nimero de dominios, por lo tanto se
desmagnetizara por completo. Esto demuestra que en una tnica dimension, lo mas estable es que no hayan dominios.

Caso con D dimensiones

Vamos ahora a calcular el caso general con D dimensiones. Tenemos la funcién de particion que encontramos antes
Q= E exp | BJ E o0 + BuB E op
Vo, i,j P.V. i

Lamentablemente la primera suma no es ficil de hacer. Si la segunda. Para poder calcular la sumatoria ), o; s6lo tenemos
que saber cudntas particulas hay mirando hacia cada lado, es decir:

Ny
N_

Para la sumatoria ), i pv. 0i0; la cosa es mas complicada. No entendi bien qué son pero en el pizarréon hay anotados
Niy,N__ y Ny_. Vamos a armar primero una configuracién concreta bidimensional para contar a manopla cudntos hay de
cada uno y tratar de generalizar. Supongamos lo siguiente (ya dibujé las cuentas):

A
N. 4--—-
| |

1

L

En este caso tenemos
Ny=5 Ny, =6
N_=4 N__=4
qg=4 Ny_ =38
donde g e el nimero de vecinos que tiene cada particula. Los ntimeros anteriores tienen degeneracién, ya que existen muchas

formas de ordenar lo anterior de modo tal que nos dé el mismo resultado para N, N_, Ny, etc.
Tenemos las siguientes restricciones para aplicar:

N =Ny +N_
qNy =2Ny + Ny
gN_ =2N__+ N, _
(las dltimas dos fueron medio un galerazo, pero parece que se deducen facil).
Ahora, teniendo en cuenta que tenemos 5 incdgnitas (Ny, N_, Ny, N__ y N,_) y que conocemos N y ¢ y las tres
relaciones anteriores, entonces podemos eliminar incégnitas y nos queda
N_=N-Ng
Ny_ =qNy —2Nyy
N__ = 7qN+ + N++ + gN

y nos queda la red determinada en términos de N, Ny y Ny,.
Usando lo anterior entonces las sumas del hamiltoniano no son tan complicadas parece. Tenemos que

> o = N—N_
Vi

I
z
|
=
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La otra suma es

Z O'iO'j = N+++N__ —N+_

1j primeros vecinos

_ AN, —2qN, + gN
El hamiltoniano queda entonces
H=—] (4N++ — 2qN,; + %N) — uB (2N, — N)
y la funcién de particién queda

Q=Y >  gNy, Nyy)exp(=pA (Ny, Nyy))

VN} VN4 (Ny)

donde Ny (N4) indica que Ny es funcién del valor de Ny y g (N4, Nyy) es la degeneracion.
Si reemplazamos el hamiltoniano por la expresién que encontramos antes entonces la funcién de particién queda

Q= eﬁN(%JﬂLB) Z o 28N+ (¢J—pB) Z g(N+,N++)e4ﬁN++J
VN4 YNy (Ny)

Lo bueno es que nos quedé factorizado en dos sumatorias “como las que estamos acostumbrados a hacer”.

Logramos simplificar la cuenta de @) ya que ahora factoriza, pero tenemos un nuevo problema por el hecho de que ahora
tenemos que calcular la degeneracién g, que no es nada facil. Parece que esto no tiene una soluciéon general que alguien
haya hecho, asi que vamos a ver trucos que nos permiten lidiar con esto. Sélo existen soluciones exactas para 1D y 2D, para
mas dimensiones vamos a hacer aproximaciones. Si quisiéramos calcular la funcién g (N4, N4y) por fuerza bruta con una
computadora estarfamos en un problema ya que tardariamos quichisientos anos y usariamos quichisientos discos rigidos para
guardar cada valor.

14.1. Aproximacién del campo medio de Bragg-Williams

La aproximacién de campo medio es una en la que se reemplaza el valor del campo en cada punto por su valor medio.
Hay varias formas de hacer eso, pero nosotros vamos a ver sélo dos. Vamos a definir la magnitud macroscopica L, llamada
orden de corto rango, segin

L iy,
Vi

N, — N_
N

Ny

= 22—~

N

que no es mas que el valor medio de ¢ de modo tal que la magnetizacién es
M =uNL
La magnitud L nos mide el orden macroscépico que tenemos. Los argumentos que tenemos para ver esto son
s Tenemos que M o L por lo tanto la magnetizacién (que aumenta con el orden) aumenta con L.
= No escuché/entendj.

Ahora nos vamos a armar una magnitud que nos mide el orden microscépico. Para ello definimos la cantidad orden de alto

rango asi:
2N+

qN
y sabemos que es microscépico ya que utiliza Ny y distingue entre tener la mitad en N, y la mitad en N_ mezclados o no.

O algo asi, no sé cémo anotar tan rapido las cosas.
Ahora no sé de dénde saco lo siguiente pero tenemos que

Zai:NL

> oioj = %(25—2L+1> (1)
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Vamos a usar lo anterior para meter en el término dificil del hamiltoniano. Vamos a hacer lo siguiente

00 & k! (o) o
2 -

1jprimeros vecinos

donde £ (o) representa el campo medio que ve cada particula producto de todas las demads de la red, es decir que (o) es el

promedio para toda la red. Es la aproximaciéon mas bruta que se puede hacer y lo que hace es considerar que cada particula
estd sometida al campo medio que genera toda la red.

No sé de dénde pero tenemos que
gNL?
() o= )

Reemplazando todo esto en la funcién de particién obtenemos

0 = ZeﬁNL(%ﬂLB)

Vo’i

1
Z (N) ANL(45L +uB)
Ny

L=-1

NSRS

donde hemos anadido la multiplicidad por hacer el cambio de la sumatoria en o; a L. No sé cémo ni de dénde sacd esa
degeneracién, pero bueno...

Hoy es otra clase, parece que en la férmula anterior Ny = % (L 4+ 1). No sé si ya lo habfamos visto pero lo anoto, por las
dudas.

No sé bien qué estamos haciendo pero manddé

%(QS—QLH)%M;L

de donde se obtiene que
1
S~ 5L+ 1> -1

Esto nos dice que una vez que hicimos no sé qué entonces ya no existe una libertad para S'y L, dado un valor de L entonces
S s6lo puede tener un unico valor . En forma equivalente (creo que reemplazando S y L en la férmula anterior) se tiene que

2N:v _ (N:)
gN N

lo cual nos dice que “el orden micro estd determinado por el orden macro, no hay libertad de ordenar al sistema”. El nimero
de pares Ny, esta fijado por Ny. Esto nos dice de alguna manera que el tamafio de los dominios esta determinado por la
cantidad de N1 que hay.

Si queremos ver las fluctuaciones de no sé qué que hay entonces calculamos la desviacién estandar

(0= (@) = (@i~ () (o5~ (o))

= (oi05) — (0)°
(oi0j)

(0)?
— A

= %Zaiaj— L2

- PG

donde no tengo la mas pélida idea de qué es o, ni o; ni o;. Observamos la dispersién es proporcional a L?, no depende de S.
Esto implica que no sé. En una dimensiéon tenemos que cada particula tiene dos primeros vecinos y entonces ¢ = 2 por lo tanto
la dispersion vale 0, o sea que en una dimensiéon no hay fluctuacién. A medida que aumentamos las dimensiones permitimos
que hayan algunas fluctuaciones pero s6lo dependen de L, no sé qué significa eso pero al parecer es algo importante. Parece
que L esté relacionado con la magnetizacién macroscdpica, entonces si no hay una magnetizacién total a nivel macroscépico
entonces no hay fluctuaciones, estd todo quieto.

Vamos a calcular ahora la funcién de particién

1

L=—1
_ : N! e,@NL(%ﬂLB)
2 e F -
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14.1 Aproximacién del campo medio de Bragg-Williams

14 MODELO DE ISING

Vemos ahora que tenemos una exponencial dividida por un factorial. Entonces a la larga el factorial va a matar a la exponencial
(en N). Entonces podemos aproximar a toda la sumatoria como el logaritmo del término més grande de la sumatoria, que

serd mucho méas grande que los demés. Esto es

. N! iy,
In@ ~ In (mLaX{[g(L—i—l)]![g(l—L)]!eﬁNL( +B)}>

(recordar que los valores de L salen de L = 2% —1). Vamos a llamar L al valor que maximiza lo anterior. Entonces

Q

InQ@Q

I L+1. [N — L+1
~ N|InN—-1-— In|—(L+1 R
n . n{2(—|—)]+ Lt

) (e

-

L

2 2

InN!—In ((Z L+ 1])!) —1In ((1;7 1 —ﬂ>!> +BNL <qL2J +pB>

lln{N(l—L)] +1_2L+ﬁL(qL‘]

2

st

Para encontrar L vamos a buscar cuando @ se hace maximo?2. Vamos a aplicar un principio variacional?®. Hacemos

) >§IH(L;1>M+>§IH<1;L)

---+ﬁ}§(qg‘]+u3)+mzq‘]

De lo anterior despejamos -
14+ L —
In <1+L) =20qLJ +28uB

Ahora usamos que In (ﬁ—i) = 2tanh™! 2 y entonces

L = tanh (8qLJ + BuB)

y de acé se saca L. La forma mas ficil de resolver esto es con un gréfico.
Veamos primero qué ocurre cuando B — 0, o sea sin campo. El grafico queda:

y vemos que -
SifggJ<1l= L=0

Lg
SiBgJ>1= L=40
— Lo

1F_2 /6T
—+ S

2 1VXB2_

+ ...

Esto nos esta prediciendo un cambio de fase en funcién de si SgJ 2 1. La temperatura critica para el cambio de fase es

_

T =
¢ = tn

Si la temperatura es mayor que la critica entonces 8gJ < 1 y no hay magnetizaciéon ya que L = 0 (recordar que la
magnetizacién es M = pNL). Cuando la temperatura es menor entonces estamos en el otro caso.

22T, lo definimos como aquel valor que maximiza el término de la sumatoria. Pero como InQ =~ In (méxy, {...}) entonces si se maximiza lo de

adentro del logaritmo también es como maximizar @ ya que In () es creciente.
23Creo que estamos calculando el diferencial y lo igualamos a cero...
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14.1 Aproximacién del campo medio de Bragg-Williams 14 MODELO DE ISING

Por otro lado vemos una ruptura de la simetria ya que cuando T' < T¢ tenemos o bien Ly o bien —Lg. Cudl de los dos
casos serd el que sobrevivird dependera de hacia a dénde apuntaba B cuando tendia a cero.

Este modelo, no sé por qué, es mejor cuanto més grande es ¢q. Se puede demostrar (no lo vamos a hacer) que se obtiene
una solucién exacta cuando ¢ — oo. Tiene una falla fundamental que es que cuando ¢ = 2 predice no sé qué, que no deberia
ser asi. jaja.

Si tomamos L = tanh (ﬂqu ) y la resolvemos en forma numérica obtenemos algo asi:

Lo
1

T, T

Vemos que tiene la misma pinta que el cambio de fase para superfluidos en Bose-Einstein. Si para T — T usamos el
3 - =
hecho de que tanh ~ z — Z- entonces a partir de L = tanh (8¢gLJ) tenemos que

3
1/2
T
wxp(-7)

Vamos a estudiar qué ocurre en un entorno del cambio de fase. Empezamos con la energia (la vamos a sacar a ojo mirando
el hamiltoniano)

U = NL<q§J+uB>
0 T>1Tc
NqJL2

y el calor especifico es

ou
c = &
oT
0 T>1Tc
= dLg

El hecho de que C = 0 para T > T¢ es una falla del modelo ya que no puede ser!!!! Vamos a calcular ese término que nos
falta
dLg

qJ qJ dLg
dT L

— — 2 - A ) knT dT
- [tanh? (8¢.J L) 1]( kgT2 " " kpT dT

Tc Tc dLg
= by (gEh )

y de ahi se obtiene
dLy (Lo — 1) Lolg
dT 1+ (L§-1) %

Reemplazando esto en el calor especifico obtenemos

0 T>1Tc
o= NkpL2

T<Te

y el grafico es

10§ f 110§ [
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14.2 Aproximacién de Bethe 14 MODELO DE ISING

T
Te
Como es discontinuo y con derivada discontinua entonces es un cambio de fase de segundo orden.

14.2. Aproximacion de Bethe

Es una aproximacién de un orden mas. “30 years of shock phisycs” es un libro de Gamov que nos recomienda. La idea
que tuvo Bethe es la de tratar en forma exacta el hamiltoniano sélo para un espin, og, y aproximar todos los demaés.

- + -
+ . +
+ -+
El hamiltoniano?* es entonces . .
H = —uBog —,u(B—FB’)ZU,» — JZaoai
= N

El B’ es aproximado  Esto es exacto

donde B’ es el campo medio que ven todos sus vecinos, o algo asi. Lo que hace bésicamente es que las interacciones con los

primeros vecinos son exactas y las interacciones con los vecinos més lejanos se aproximan con una interaccién con un campo
medio.

La funcién de particion es entonces

Q = > &

VUo,VUi::tl
q q
= Z exp <a00+(a+0/)20i+’)’0020¢>
oo,0;€{£1} i=1 i=1
= Q++Q-
donde @4 es cuando og =1y @Q_ es cuando og = —1. Es decir

q
Qe = Zexp (:I:oz+(oz+o/:t’y)2cri>

i=1
q
= ZHexp(:l:a—F(oa—t—a’:&:v)ai)
O; =1

= 2eTcosh? (a4 o +7) (1)

Pareciera que ya tenemos la funcién de particién que es Q@ = Q4 + @Q_. El tema es que nos falta conocer o’ ya que no
conocemos B’. Para encontrarlo (a B’) vamos a usar “consistencia”. Vamos a pedir que

09 =0,

24Creo que es el hamiltoniano sélo de la particula og, pero no estoy seguro.

SALF .
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14.2 Aproximacién de Bethe 14 MODELO DE ISING

por el hecho de que oo puede ser cualquier punto de la red. El valor medio de o¢ lo sacamos por definicién de valor medio®”

5o = Q+éQ_

Para el valor de @; vamos a hacer

1
51 - - ag;
i
_ 1/10Q
¢\ Qo
11 _ _
= 562‘1(1 [eo‘ (cosh (a + o/ +~))% "sinh (o + o/ + ) + e~ (cosh (a + o’ —~))* " sinh (o + o/ — 7)
1
= a[@+taﬂh(a+a'+ﬂ/)—&-Q,tanh(a—ka’—ﬂy)]

Ahora no sé por qué pero
Q+ — Q- =Q4tanh(a+a' +7) +Q-tanh(a+a' —7)

Vamos a definir § = a + o sélo para escribir menos. Vamos a reordenar asi
Q@+ [1 —tanh (6 + )] = Q- [1 + tanh (5 — )]

Usando (1) tenemos que

q
& — 6204 COSh (5 + 7) (2)
Q- cosh (6 — )
1+ tanh (6 —1)
~ 1—tanh (6 +7)
~ cosh (6 + ) cosh (0 — ) +sinh (6 — )
~ cosh (6§ — ) cosh (6 + ) — sinh (§ + )
Ahora vamos a expandir
cosh(6 —7)+sinh (6 —v) = 7 +e 47 —e 07
cosh (6 +7) —sinh (6 4+7v) et e 07 — e 0+ 4 =07
2
62(1620/

Reemplazando esto en g—f queda algo asi

(3)

20 cosh (a+a +7)]7"
e =
cosh (a+ o/ — )

Listo, esa ecuacién por fea que sea es la que define B’ ya que la tinica incégnita que tenemos es o'.
Como estamos interesados en la magnetizacién espontianea entonce imponemos el campo magnético externo nulo, o sea
a =0, con lo cual la cosa se simplifica y la ecuacién anterior queda

, g—1 cosh (o/ +7)
o = In -
2 cosh (o — %)
Esta expresion “esta buenisima”. Esto es por que si 7 = 0 entonces no hay magnetizacion ya que los espines no interactian
entre si y no deberia haber magnetizacion, que es lo que ocurre v* (0 sea si ¥ = 0 entonces o = 0 porque no hay magnetizacién
v'). “Esta ecuacién claramente tiene que ser la que nos da el cambio de fase”, no sé cémo le fue tan obvio.

Cerca de la temperatura de Courie (por debajo) la magnetizacién de la muestra serd muy pequeia, entonces podemos
hacer un Taylor de lo anterior

3

Una solucién de eso es o' = 0 que siempre es solucién. Parece que para que las restantes soluciones sean reales necesariamente
precisamos que (¢ — 1) tanh~y > 1. Entonces la condicién para el cambio de fase es justamente

0/3
o' ~ (g —1)tanh~y (asech Zy— +. >

(¢g—1)tanhy > 1

25Parece que la férmula es 7o = Z P (00) 09. Creo que o es el promedio de o9 a lo largo de todos los elementos del ensamble.
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14.2 Aproximacién de Bethe
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o bien

1
4 > tanh ™ ()
qg—1
1

Ahora usamos la identidad que usamos la clase pasada que es tanh™' z = 51n (if—ﬁ) Entonces

1 q
Zln( —2—
773 n(q—2>

y como v = BJ = kBLT entonces la temperatura critica para la transicién es

2J 1

Observamos que para ¢ = 2 la T — 0 . Esto es lo que habiamos obtenido para una tnica dimensién con la aproximacién
més burda que habiamos hecho antes. Esta aproximacion de mayor orden nos introdujo una correccién v'.

Vamos a calcular la magnetizacién de la muestra

L =7
_ @+ Q-
Q
Qi _
_ Q- 1
T
o +1
cosh(d+7) 25
. cosh(é—":)e -1
~ cosh(6+9) 25
cos(d—-) e* +1
~ cosh (6 +7)e? —cosh (§ — )
~ cosh (§ +7) €2’ + cosh (§ — )
I | fr =T it
= 635+'y + eé—’y _|_€¢5—’y + e—6+'y
B E&el(e% _ 6—25)
B 6 (€20 + 2627 + e—29)
B sinh (2 + o) )
~ cosh (2a+2a/) 4+ e=27
Recordemos que L = 2% — 1 (de la seccién anterior).

Ahora vamos a calcular el parametro microscopico S, que nos darda N, . Para ello vamos a modificar un toque la funcién
de particiéon. Vamos a hacer la suma solo para tres de los cuatro vecinos y no vamos a sumar sobre el gg. De esta forma nos
deja la libertad para poder elegir si ambos estaran para arriba, para abajo, u opuestos. O sea que vamos a hacer

Q = Z exp (aao + (a+a') Z o + Yoo Z oi>

oo,0:€{+1} i=1 i=1

q q
- Z exp (aog + (a + ) o1 + yo0071) Z exp ((a +a) Z oi + oo Z ai>
i=2 i=2

00,01 0iF#0;

= Z exp (oo + (o + o) oy + y0e01) [2cosh (o + o + o)
00,01

= Qi+ +Q——+Q4-

donde Q44 es cuando o9 = + y 01 = +, y asi.
Ahora no sé por qué pero sabemos que Ny, x Q14+, No_ x @Q__ y Ny_ x Q+_. Entonces

Ny, = Aexp(2a+a’ +7)[2cosh (o + o + ’Y)]q_l

N__ = Aexp(—2a—a +7v)[2cosh(a+a — ’Y)]qi1
—  Aexp(—2a—3a’ +7) [2cosh (o +a’ +7)]""

@ALF 7
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14.3 Solucién exacta de Ising en 1D 14 MODELO DE ISING

1

N, = A [exp (—a’ — ) [2cosh (a +a’ +7)]"" + ¥ 77 [2cosh (a+ o — 7)][1_1}

= 24e "7 [2cosh (a4 o/ + 7)]11—1

Lo que sigue es buscar A tal que esto esté normalizado. Lo maés facil para ello es normalizar sabiendo que
1
N++ + N__ + N+_ = in

(supuestamente esa relacién la vimos hace unas clases. Creo que es una que sale sélo de contar y luego generalizar). Ahora
estd haciendo la cuenta pero estoy muy cansado como para copiarla. Simplemente es meter los Ny, y todo eso en la cuenta
anterior y despejar A. El resultado es

’

A=1gn < !
n 2q [2 cosh (a +ao + 7)]‘1*1 2 cosh (20[ + 20[’) ey + 2e=

por lo tanto
1 62a+20/+v
2N

Niy =
cosh (2a + 2a/) e + e~
2N [ . . . . . .
y recordemos que S = 2q—;{,+ — 1 que es lo que estdbamos buscando. Esto nos dice que pueden existir fluctuaciones inclusive
si no hay magnetizacién en la muestra. Este resultado lo recuperamos al hacer el cdlculo exacto para los primeros vecinos,
en la aproximaciéon que habiamos hecho antes del campo medio esto no existia. Ahora si v' y tiene sentido.
Vamos a calcular ahora el calor especifico y la energia de este sistema. No sé cémo pero la energia interna es

cosh (2a) —e™2Y

cosh (2a/) + e=27

1
U=-qJN
2(]
y el calor especifico, para T > T (tenemos que cosh (0) = 1)
1
C= équB'ygsechzv

Si ploteamos el calor especifico para este sistema nos queda asi:

C

T, T

14.3. Solucion exacta de Ising en 1D

Se resuelve usando una técnica de matriz de transferencia, inventada por Kramers y Wannier. Luego Onsager lo generalizo

T

Sea el sistema siguiente:
N N+1=1

donde vamos a imponer la condicién de contorno de que sea periddico, es decir que el espin N + 1 es igual al 1. El

hamiltoniano es
H=—J Z Uiaj_NBZJi

i,j primeros vecinos

que se lo puede reescribir como
B
= —J % 0041 — % E (0; + 0it1)

7
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14.3 Solucién exacta de Ising en 1D
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(no sé por qué, ya en el segundo renglén estoy perdido...). La funcién de particién es
Q=Y - Y ep(px)
o, =*1 on=%1
Vamos a definir un operador cuantico P tal que
N . B
(0| Plo’) = exp <B |:JO'O', + % (0 + o’)})

Para cada caso de espin tenemos:

(11 P[1) = exp (B[] + puB)

(~1| P|-1) = exp (B[] — uB))

(I P10) = (0] P[1) = e~
por lo tanto el operador P se puede representar con una matriz

N eﬁ(‘]""l‘B) e_BJ
P = o—B7 B(I—B) — Matriz de transferencia

Vamos a ver para qué nos sirve este operador. La funcién de particiéon la podemos expresar segin

Q = Z...Z<gl|]5\02> <02|P|03>...<0N|p|0N+1>

= > (ol PVlons)

o1

= ) (o] PN o)

~ T ()

= A+

<l
i

donde el paso segundo es por el hecho de que

loi) (oi| =

|
.

o

S =

vy A; son los autovalores de P. Vamos a calcular los autovalores del operador, de la forma usual det (15 - )\i) =0, es decir

det (P - /\1) - i BB ),

BUI+RB) _ ) =87 ’

= A2 —2)e?7 cosh (BuB) + 2sinh (3.J)

cuyas raices son

i = e/ cosh (BuB) + \/625] sinh? (BuB) + 287

Obsérvese que Ay > A_ v'. Como tenemos que Q) = )\f + MY y N > 1 entonces vamos a considerar el hecho de que

A >N

por lo tanto
~ \V
Q~ N\

(acd ya no es solucién exacta pero bueno... Es lo que hay). Vamos a tomar el logaritmo, entonces

In@ = Nlniy

= Nl (eﬁj [cosh (BuB) £ \/sinh? (BuB) + e4f”]>

Nln (eﬂ‘] cosh (BuB) + \/@25] sinh? (BuB) + ezﬁJ)
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14.3 Solucién exacta de Ising en 1D 14 MODELO DE ISING

y listo, ya podemos usar eso para calcular cosas termodindmicas como la energfa libre de Helmholtz. Esta es
F = —kgThQ@

= —NJ—kgTlh <cosh (BuB) + \/smh2 (BuB) + e4ﬁJ>

Ahora usamos F' para calcular la magnetizacién segin

oF
M= ‘aBJT

__ Npsinh(3uB)

\/Sinh2 (BuB) + e—48J

y el grafico es asi:

betax]=0

betaxu
betax]>0

Observamos que si existe acoplamiento entre primeros vecinos (o sea J > 0) entonces se favorece la magnetizacién de la
muestra.
Otro resultado que obtenemos es el hecho de que la susceptibilidad magnética

(M1
X_ aB T T—>0OO

lo cual significa que la muestra sélo puede magnetizarse en forma permanente si se encuentra a temperatura nula.

Ahora que tenemos la solucién exacta, queremos preguntarnos si se forman dominios en el material, o si es todo aleatorio
pero con mas hacia un lado que hacia el otro. Tenemos la solucion exacta asi que deberiamos poder saberlo... Para ello vamos
a estudiar el valor medio (o,o%41) para algin k fijo, entonces si nos da positivo significa que preferirdn estar orientados en
el mismo sentido, si da negativo es que prefieren orientarse opuestos, y si da cero es que es aleatorio.

Para B = 0 la funcién de particién es (primer renglén)

Q = Z.uZexp(ﬂJZUiUz‘H)

o1

— Z...Zexp <62Ji0iai+1>

o1

N-1
- Z Z exp (ﬂ Z J10i0i+1> Z ePINTNON 1

o1 ON—1 on==*1

QN-1
QN,12 cosh (BJNUN+1)
Qn-12cosh (BJN)

Ahora repetimos el procedimiento de factorizar un o afuera, es decir

Qn-1=2Qn—_2cosh (BJIn_1)
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15 FENOMENOS CRITICOS

Ahora simplemente iteramos con esta expresion hasta que al final obtenemos

N
Q=2" Hcosh (BJ:)
i=1

El siguiente paso es tomar el logaritmo
N

Q= NIn2+ Y In(cosh(5J;))
i=1
Ahora si podemos calcular (o;0k1). Para ello “miramos fijo” a @ = >, --- >, exp(B)_; Jigioit1) y entonces hacemos
(cémo se dio cuenta??)

ON

110Q
el = G5
10lnQ
B 0y

= tanh (8J%)

Ahora vamos a calcular la correlacién que existe entre dos espines que estdn a una distancia arbitraria. Si esta correlacién
nos da alta para espines separados entonces significa que se van a formar espines. Esto es2¢

(OkOktr) = (OROk410k+10k4+20k42 - - Okgr)

((okok+1) (Ok+10k42) - - - (Ohtr—10k4r))
k+r—1

H tanh (8.;)

i=k

Si todos los J; = J (como los definimos) entonces
(010)sr) = tanh” (8J) = g () — Funcién de correlacién

que se puede reescribir
g(r)=e's
con
1

" In (coth (BJ))
Observamos que la correlacién g (r) decae exponencialmente con r y entonces £ nos da una idea del tamaio de los dominios

magnéticos del sistema.
Obsérvese que si §J > 1 entonces

§

— Longitud de correlacion

1= lew 7 — 400
2 T-0
lo cual implica que los dominios magnéticos se hacen infinitamente grandes. Esto no es por el hecho de estar en T' = 0 sino por
estar en la temperatura del cambio de fase para el sistema 1D (en dimensiones méas altas esto ocurre a otras temperaturas).
El hecho de que £ — oo no significa que todos los espines apuntan hacia el mismo lado, sino que no se puede saber hacia
donde apuntan, o algo asi. La verdad que no lo entiendo mucho. Significa algo asi como que no importa cuantas copias tenga
nuestro ensamble, existiran copias de todos los tipos y con todas las configuraciones posibles.

15. Fenomenos criticos

Para mediados del siglo 20 ya habfa suficiente evidencia experimental para creer que muchos fenémenos criticos tenian
T
Te
para sistemas muy diferentes, como por ejemplo un cambio de liquido a gas o una magnetizacion.

«@
cosas en comun, como leyes de la forma ( ) , convergencia lenta de los ensambles/experimentos, etc. Esto se observaba

26Otra forma de encontrar el primer renglén de la cuenta es

< > 1 (1 o ) 1 o 1 o 0
OpOk+10k+10k420k4+2 ... Ofty) = — | ——— - il =—/—mm™
TR TR 202 Qo \Bog, ) \ B B 8Jksr1

No sé cémo sabe todo eso, o sea es similar a lo de siempre pero parece que se saca asi de una... No sé.
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15 FENOMENOS CRITICOS

Ising

Para Ising en mas de 2D tenfamos que la magnetizacién en funcion de la temperatura era:

M

)

perturbacign hacia un T
lado o hagia el otro

Teniamos ademas que la magnetizacion cerca de la temperatura critica era

T—Tc C

T\
Ademaés habfamos encontrado (hace un rato) que la longitud de correlacién tendia a infinito cuando la temperatura se acerca

a la critica, es decir

£ — >
T—Tc

Gas de Van der Waals

Un gas de Van der Waals es un gas de esferas de volumen finito que interactiian con un potencial de la siguiente forma:

potencial

donde la pared es debido a que las esferas tienen un radio y son sélidas.
La ecuacién de Van de Waals es

(P+%) (v—b) = kpT

donde b es el volumen de cada una de las esferas y a tiene que ver con el coeficiente de interaccion de las particulas cuando
estan lejos.

Van der Waals es un modelo empirico para cambio de fase de liquido-vapor. Para temperaturas muy altas tiende a un
gas ideal.

Para obtener el punto critico en el plano Pv (o sea una presién Po y un volumen especifico v¢) pedimos

o°P 9P
ov  Ov?
(no sé por qué) y se obtiene que
8a
kpTc = —
BEC T om
Punto critico = < ve = 3b
a
P —
© 7 a2

EALF
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Si redefinimos las variables T, P y v como
w L T P
TC Vo PC

dfP

)
[-%
)

s

v

)

T

entonces la ecuacién de Van der Waals se puede reescribir de una forma maés cémoda para usar en el laboratorio que es

Pe3)0-D) 5

y funciona muy bien con la realidad v".
Podemos despejar

? — §7L - é
3(w—13) o2
y si T' < Tz entonces estamos en una transicién de estado y entonces Fiiquido = Pgas Por lo tanto
Fliquido = ﬁgas
8  Tiiquido 3 8 T 3
§ (@liquido - 1/3) - 6l2ic1uido B g (vgas - 1/3) - @

de donde se puede despejar

T (37, — 1) (3, — 1) (v, + 7,)

= ;)
8v,7;
; . - , =1 Uy =1+ A7/
Si ahora tomamos el limite 7' — 75 no sé por que pero mandé < _ y tomando ¢ _
Ug—>1 Ul:l_Av/Q
También estd diciendo algo de que Uliquido < Vgas Siempre. Si reemplazamos lo anterior en la cosa de la temperatura (creo)
entonces

con AT =T, — 7 .

_ 2
T—1_ (Vg — 1)
16

T\
Ug_vl:4<1—crc)

[e%
Observamos que justamente la magnitud que nos indica en qué estado estamos, v, depende como (%) como habiamos

por lo tanto

dicho. De hecho, es idéntica a la magnetizacién en Ising.

15.1. Parametro de orden

El hecho de que cerca de una transicion de fase la longitud de correlacién diverge, es decir

& —
T—Tc
entonces podemos esperar que el comportamiento del sistema esté dominado por los pardmetros termodinamicos y no por las
fluctuaciones micro. O sea, por mas que el hamiltoniano microscépico sea completamente diferente, el hecho de que £ — oo
hace que se comporten de maneras muy similares.
Vamos a definir entonces el parametro de orden como aquel pardmetro termodindmico asociado a la ruptura de simetria,
es decir definimos al parametro de orden como aquel que satisface

0 T>Tc

En un entorno de T¢ el pardmetro de orden satisface (por definicién) —
7é 0 T<T¢

Obsérvese que lo anterior se satisface en un entorno de T, y siempre vamos a poder encontrar un parametro de orden. Si
no encontramos un parametro de orden, entonces no es una transiciéon critica.

Vamos a asumir que cerca del punto critico el inico pardmetro termodinamico relevante es el parametro de orden, sera
nuestro parametro de control. Cambiar cualquier otra variable no tendra sentido. No sé por qué, pero es asi.

En el caso de un imén el parametro asociado a la ruptura de simetria es M. Para Ising tenemos que el diferencial trabajo
es

oW = HdM
donde H es el campo de orden. Tomando el cambio de variables
T
t=1——
Te

10§ f 110§ [
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entonces, para 1" < T, tenemos que
Ising T <Te — 1 oM

En el caso de Van der Waals el parametro de orden es la diferencia de volimenes especificos y el campo de orden es la

presion, es decir
oW = —Pdv

Ty — T ~ tF
Cv ~ [t

Van der Waals T' < T¢ — 1 Ov
K=

’U*’l}c/\J(Pff)C)l/(S
Los valores de las constantes son 8 =1/2, y =1, § =3 y o = 0, tanto para Ising como para Van der Waals.

Vemos que estos dos sistemas que son muy distintos, se comportan exactamente de la misma manera.
La generalizacién de la funcién para p primeros vecinos es

. ~tY
c(r)~rPe” ¢ .
p=d—2+n

(creo que ¢(r) es la funcién de correlacién “medida en metros”, mientras que g (r) en la clase pasada era la funcién de

correlaciéon medida en “nitimero de dtomo”).
La gente se dio cuenta de que muchos sistemas tenian estos mismos exponentes en los puntos criticos, y los llamé

exponentes criticos. Estos son

Exponentes criticos — {«, 8,7, d,n,v}

En realidad no es que todos los sistemas tienen los mismos exponentes, sino que existen muchos sistemas que tienen los
mismos exponentes, otros que tienen otros, y asi. Se los clasificé entonces en clases de universalidad que son los sistemas que
comparten los exponentes criticos. Por ejemplo Ising y Van de Waals pertenecen a la misma clase de universalidad. Existen,
en el mundo real, pocas clases de universalidad y cada una con MUCHOS sistemas.

Parece que en el laboratorio se mide

Aleacién de dos metales, condensacién, imanes reales —

y forman una clase de universalidad.

15.2. Teoria fenomenolégica de Landau

Es una teoria que el tipo inventé para explicar los exponentes criticos que se median en el laboratorio. Supongamos un
pardmetro de orden m, pude ser el volumen especifico, la magnetizacién, o la funcién de onda?”. Sea b el campo de orden tal

que W = bdm.
Debido a que m es el pardmetro de orden, entonces satisface (por definicién)

0 T>Te
m =
750 T <Te

para b = 0.
Para T =~ T¢ tenemos que
m<1

27Para un superfluido o superconductor m = 1. Si, peculiar.
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Vamos a definir la energia libre de Landau como

donde t = 1 — T/t y Fy la energia libre de Helmholtz evaluada cuando b = 0. Debido a que ¥ es simétrica respecto al
pardmetro critico?® (en un entorno de T¢) entonces en su expansién de potencias de m s6lo nos quedamos con los términos
pares, es decir

T (t,m) = q(t) +r{t)mé+st)mg+ ...
donde myg es el pardmetro de orden evaluado en un entorno de T¢ (no sé por qué no le puso m directamente). A su vez
también podemos hacer una expansién de Taylor para cada coeficiente en términos de ¢ en un entorno de T' = T¢ (o sea un

entorno de ¢t = 0), es decir
o0 oo oo
q(t) = gtk r(t) =Y rtt st) = st
k=0 k=0 k=0

Los coeficientes qi, 71 y sk son distintos para cada sistema ya que dependen del hamiltoniano, pero no nos interesan. Vamos
a usar s6lo argumentos de simetria.
Vamos a asumir ahora que ¥ la podemos aproximar a orden mg y que s (t) > 0. Entonces

§W ~ mo dmo [2r (t) + 45 (t) m]

y vamos a extremar la energia libre de Landau (igual que lo hacemos con la energia libre de Helmholtz), es decir que vamos
a ver cuando
OV = 0 — extremamos

Las posibles soluciones son

r(t)
= :I: _— =
mg 25 (1)’ mo =0

Esto estd bueno porque nos quedé que el parametro de orden es o bien nulo o bien dos raices simétricas con t+algo. Qué se
tiene que cumplir para que los valores de my = +, /... sean reales? Mandd

{r(t)>0 T>Te

=1r90=0yr <0=r()~nrt
r(t)<0 T<Tc o=y B ~m

por lo tanto, al orden mas bajo, el parimetro de orden m vale

0 t<O0

m =
+ /mtlﬁ t>0
280

(tomamos que sy # 0 porque s(t) > 0 para todo ¢, o algo asi). Obtuvimos justamente lo que queriamos ver, con

7=k}

Si reemplazamos esta m en W (t,m) ~ q (t) +r (t) m3 + s (t) mg + ... entonces
Ty =q— || tm? + somy
Entonces, el grafico nos da

psi

T>Tc T<Tc

mO

28Esto es empirico. En Ising se puede ver en el grafico E que para una temperatura 7' < T entonces la magnetizaciéon es =M por

lo tanto la energia de ambos estados es la misma, o sea que la energia es simétrica respecto al pardmetro critico. Parece que en general se cumple
que la energia es simétrica en el pardmetro critico.

@ALF 85 201808060118



https://losresueltosdealf.wordpress.com/

15.2 Teoria fenomenoldgica de Landau 15 FENOMENOS CRITICOS

y vemos que es justamente lo que pasa en el cambio de fase.
Vamos a calcular ahora los deméas exponentes criticos. Si b # 0 entonces la energia libre de Landau es

U (m,t) = q(t) —bm +7(t)m* + s (t)m*
Entonces si pedimos nuevamente que §¥ = 0 tenemos que
0~ dm (—b+2r (t) m + 4s (t) m?)

de donde se obtiene que
b= (2r (t) +4s(t)m*)m

y entonces en la temperatura critica, o sea a t = 0, nos queda que

b= 4sqm? = y

que es justo lo que tenfamos en no sé dénde v'.
Por otro lado tenemos que

b 0
— = — 2r (t) + 4s () m*) m
=18 e | [(2r )+ a5 @)
= 2r (t)m + 125 (t) m?
— 2rqt
m~>0,t~>Tc_
y de aqui obtenemos que
om
el IR - _
5|~ feon
El 4ltimo exponente critico es C' = — %Zt‘ZI’J y de aqui se obtiene que o = 0 v'. No vamos a hacer la cuenta porque ya
m—0

nos pasamos del final de la clase.

Esto lo obtuvimos gracias a truncar a orden mg y asumiendo s (t). Pero parece que a veces esto no anda porque s (t) no
siempre es > 0 o también puede pasar que r; < 0. Entonces hay sistemas que van a requerir expandir ¥ a ordenes mayores
de myg, y estos perteneceran a otra clase de universalidad.

El problema con Landau es que nos da los exponentes criticos para la aproximacién de campo medio, o sea 3 = 1/2, pero
en la vida real se observan valores distintos como por ejemplo S = 0,3. Landau no me permite modificar nada para obtener
este valor. También falla en la cantidad de universalidades que nos da. Nos da menos que las del mundo real.

Ejemplo: Ising con campo medio

Parece que en su momento obtuvimos que

FQ an

NEkgT N

BqJ 1+1L 141 1-L 1-7
;z”+<fz)m(fz>+< 2)m( 2>

donde L = % y L = tanh (8¢L). Como L ~ M salvo una constante entonces podemos usarlo como pardmetro de orden.
Para L < 1 tenemos que

Uy~ J333° m2 1 <1 L >L2 + JB (48Jq — 3)L*
N——

RGBT 2\ JBg D
r(t):—%(l_TL) s(t)=so=15
C

(no sé de dénde sali6 lo de 7 (t) y s (¢)). Entonces el valor de magnetizacién (L ~ M) es
Lo = £V3t"?
por lo tanto la magnetizacion posta es

T\
M = +uNV3 <1 - >
Tc

Hemos obtenido entonces, a partir de la teorfa de Landau, que M ~ t? y que 3 = 1/2 tal como obtuvimos en forma manual
para Ising de campo medio hace algunas clases.
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15.2.1. Teoria de Landau-Ginzburg

Ginzburg es uno de los pocos que aprobaron el examen minimo tedrico de Landau.

El problema de la teorfa anterior que vimos la clase pasada es basicamente que 1) nos da menos clases de universalidad
que las que se observan y 2) s6lo nos da 4 de los 6 exponentes criticos. Entonces Landau y Ginzburg la generalizaron.
Propusieron que el pardmetro de orden m es ahora m (x) (creo que es una densidad, o algo asi dijo).

La clase pasada habfamos obtenido que F' = Fy + a (t)m? + b(t)m* o algo asi. Si ahora estamos trabajando con un
pardmetro de orden que es una densidad, m (x), entonces la energfa libre de Helmholtz serd

F:/dV [Fo + a (t)m? + b (t)m*]

Landau y Ginzburg le agregaron un término adicional, a manopla, para penalizar los gradientes macroscépicos abruptos en
el sistema, es decir

F:/dV [Fo+a(t)m2+b(t)m4+c(t)

L2
Vm”

O sea que con eso favorecemos los estados que son “suaves” en el espacio, por ello penalizamos V,.m.
Ahora vamos a hacer lo mismo que hicimos la clase pasada, pedimos que la variacion de F' sea nula. Esto es
)

oF

/ av {2am Sm + 4bm> dm + 2¢N'm - Vm 5m]

/ av [Qam om + 4bm? ém — 2¢V%m 5m}

/ dV om [2am + 4bm? — 2cV2m]

donde el término V - (Vm ém) se cancela por algo de que cuando lo integras te da cero, o no sé bien por qué. Pedir que

0F = 0 es pedir que el corchete sea nulo, entonces se obtiene
cV2im = am + 2bm?

Observamos que si V2m = 0 (o sea, muestra homogénea) entonces se obtiene el mismo resultado que la clase pasada (7). En
cambio, si la muestra goza de cierta inhomogeneidad con V2m # 0, ahi est4 la magia.

Ejemplo: superfluido Bose-Eisntein Si estamos a temperaturas bajas entonces gran parte del superfluido estara en el
estado fundamental. Vamos a tomar a la funcién de onda i como el parametro de orden. Lo tomamos como pardmetro de
orden por el hecho de que si estamos debajo de la temperatura critica entonces la funcién de onda es algo macroscépico que
describe a todo el sistema, en cambio por encima de la temperatura critica cada particula tiene su propia funcién de onda y
entonces la 1 del sistema es nula. O algo asi. Entonces la energia libre de Landau sera

P [ av [mvatsfcoiult e 9]

Ahora no tengo idea por qué pero considerd que 1 es independiente de 1*, entonces para analizar el § F' sélo varia uno... No
sé, no me cierra en absoluto. Mandé

oF

/ % [aw S + 22 U + VY - Ww*]
— / dV 5™ [ay + 2b°yp* — V3]
por lo tanto

V2 =ap+2b|0 [P0
2whN

Si tomamos ¢ = ﬁ, a = Vixterno () donde V' es el potencial y b = ==« donde « es la longitud de scatering entre dos
bosones, entonces nos queda algo muy parecido a la ecuaciéon de Schrodinger

AThN
m

K2 2
T V2 = Vi + aly "y
m

que se conoce como la ecuacién de Gross Pitaevskii independiente del tiempo (o Schrédinger no lineal) y describe a un

condensado de bosones a T' — 0. Parece que los describe bastante bien. Hace poco salié un paper donde usan esta ecuaciéon
para hacer no sé qué con un condensado de BE, dijo.

@ALF 87 201808060118


https://losresueltosdealf.wordpress.com/

15.3 Hipdtesis de invariancia de escala 15 FENOMENOS CRITICOS

15.3. Hipoétesis de invariancia de escala

Lo primero que vamos a mencionar es que, como vimos hace algunas clases, la longitud de correlacién £ satisface

£ —
T—Tc
La funcién de correlacién, recordemos, era
— _r
c(ry=r"Pe ¢

donde?® p = d — 2 + n Entonces en un entorno del punto critico tenemos que

c(r) — r7?
T—-To
Esta funcién tiene algunas caracteristicas peculiares. Supongamos un cambio de variables 7’ = 7 donde £ es una cantidad
adimensional (por ejemplo 2). Entonces

c(r'y — PP
T%Tc

= Pc(r)

es decir que

c (%) ={Pc(r)

lo cual implica que la funcién de correlacién es homogénea de grado nosecuanto. Esto quiere decir que la correlacién entre
dos puntos cualesquiera es la misma que entre otros dos que estan separados otra distancia distinta. O sea, la correlacién
entre dos puntos que estdn separados una distancia r es exactamente la misma que entre dos puntos separados en r’ sélo
que multiplicada por un factor. Esto implica que la funcién de correlacién es invariante en la escala, no importa si estamos
midiendo en la escala de los metros, los centimetros, los milimetros, etc.

La hipotesis de invariancia de escala consiste en asumir que en un entorno de T no sélo la funcién de correlacion sino
todos los parametros termodindmicos intensivos? son invariantes en la escala.

Lo bueno de esta hipdtesis es que termina mostrando que existen relaciones matematicas entre los exponentes criticos y
resulta que solo hay 2 que son independientes. Esto simplifica la cosa y hace que los grupos de universalidad estén simplemente
definidos por dos y no seis exponentes. Por otro lado, cuando hagamos la siguiente teorfa (grupos de normalizacién o algo
asi), si logramos demostrar que se satisface la hipétesis de invariancia de escala entonces todo lo que hagamos hoy sera
exactamente cierto v.

“Si un alfajor fuese un fractal entonces el hambre del mundo se resolveria multiplicando al alfajor por un factor de escala”.

Pregunta de final “expliquen invariancia de escala”.

Veamos qué implica asumir que todas las magnitudes termodindmicas son invariantes de escala. Hay muchas herramientas
que permiten hacer el andlisis, vamos a usar el andlisis dimensional que es lo méas sencillo. Vamos a normalizar la energia

libre de Landau con el volumen, es decir % Sus unidades son
vl F

7 - |5l
@
- [
B 1
B longitudd
= ¢4

donde d es la cantidad de dimensiones. Entonces, pedir que ¥ sea invariante de escala implica que lo podremos escribir como

LG m 1
—(m,t) =07 [ =, —
7m0 =077 (75 )
donde no entiendo qué estamos haciendo. Lo anterior implica que tiene que ser una funcién homogénea de esa forma, o algo
asi.
En lo anterior hemos asumido que existe una longitud caracteristica y le asignamos ¢. Pero cerca del punto critico no

tenemos una £ que podamos definir. Entonces cerca del punto critico tenemos que £ ~ ¢t~ (qué estamos haciendo ;?, no
entiendo nada). Entonces cerca del punto critico

v
| o~ ﬁfd ~ £—d tl/d
7] e

29Esta tltima formulita la acabo de ver en el pizarrén después de un rato largo, no sé de dénde salié ni cudndo la escribié.
30pPedimos que sean los intensivos y no los extensivos ya que los extensivos son invariantes de escala por definicién.
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El calor especifico es

1 0%V
c = -
V ot?
~ tia
por lo tanto
Il t27oc ~ tl/d
\%

por lo tanto

— Relacién de Josephson

Lo anterior es exacto. No tengo idea qué es lo que hicimos, bajon.
Vamos a repetir lo mismo para la magnetizacién por unidad de volumen. Sus unidades son de
FAL

_V:[c@}

donde /¢ (0) es “la raiz cuadrada de la funcién de correlacién evaluada en el origen” (este paso fue medio méagico). Esto es

%_

V_

_d—24n
2

~ L

donde L es una unidad de longitud. Pero ademas L ~ ¢t~ por lo que

M yd=2+n
_— ~ t 2
\%4

y en términos de los exponentes criticos la magnetizacion era M ~ t? por lo tanto
28 =v(d—=2+n) (1)

Ahora no sé por qué mandé lo siguiente

B
kgT

M = ~ M?°

oF M| _
oB |V |~

=
A

Ya ni tiene sentido anotar lo que esta diciendo, no entiendo una goma y esta siendo muy desprolijo a mi juicio. Mezclé las
m y las M. El resultado importante de todo lo anterior es

280=v(24+d—n)

—d—2+n d+2—n
:l ~ L7 2 ~t'T 2

(2)

Ahora arranc con otro analisis dimensional

baTy] = L]
T [
kT
tVd...algo
~ #(n—2)

Antes habiamos visto que la susceptibilidad va como y ~ ¢t~ por lo tanto
v =v(2—n) — Relacién de Fisher

Usando las relaciones (1), (2), Fisher y Jhosephson se termina obteniendo que

a+ 25+ v =2 Relacion de Rushbrooke
y=pB8(0-1) Relacién de Widom
y=v(2-7) Relacién de Fisher
vd=2—a«a Relacién de Josephson

son las relaciones entre los exponentes criticos. Se observa en el laboratorio que estas relaciones se cumplen.
Estas relaciones nos explican la existencia de clases de universalidad por el hecho de que cuando nos acercamos a la
temperatura critica entonces se deben satisfacer estas relaciones y por ende, fijados sélo dos parametros, todos los demas

tienen que ser los mismos.
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16 GRUPO DE RENORMALIZACION

16. Grupo de renormalizacion

Falté, pedir los temas. Es la clase del dia 21/06.

16.1. Ising 2D

Supongamos una red de Ising 2D

i

Vamos a hacer lo mismo que hicimos la clase pasada: tratar de sumar todos los pares o sobre todos los impares. Esto
implica sumar entre todos los que marqué en rojo en la fotito. La nueva red que se obtiene es:

Obsérvese que se obtiene una nueva grilla cuadrada con lo cual podemos repetir el procedimiento:
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y asi podemos seguir hasta el infinito. El factor de cambio de escala es v/2 porque vamos por las diagonales. O sea en
cada paso la distancia entre primeros vecinos se incrementa en /2 porque vamos por las diagonales.
Vamos a escribir el hamiltoniano (para campo de orden igual a cero, “por supuesto”) que es

H = =T (050041, +0ij0ij+1)
Vi,j

(“no puse el % porque no simetricé” dijo). La funcién de particién es

Q= E HeKl(UijUz'H,j'*'iji.Hl)

V{oi;} i

donde K7 = J. Esa funcién de particién es exacta.
Vamos a tomar un espin 4, j fijo. Su contribucién a la funciéon de particion es:

E eKi(oijoit1j+0ijoi1,j+0ij00 j4140i504,-1)  — E eK10i5(it1,5+0i-1,+00 j41404,5-1)
Tij =41 Tij =41

= 2cosh (Kl [Ui+1,j +0'7;,17j +O'7;,j+1 +0i,j71])

Ahora tenemos que ver qué hay que hacer para que los términos de la funcién de particiéon no cambien al aplicar los cambios
de escala que planteamos al principio con esos dibujitos tan pintorescos. Lamentablemente este es otro de esos momentos en
los que no tengo idea qué estamos haciendo. Mandé

!

K
/ 1
2cosh (K1 [0i41,j + 0i1,j + 0441 +045-1]) = exp | Ko+ <> [0i-1,j0ij+1 + 00 j—10i41,j + Oig1,0ij—1 + 0i j—10i—15] + ...

/ /
st Ky [oia0i1 + 0ic130i1 5] + K30io1,50i41,500,54104,5-1]

Hace facil 30 minutos que estamos fabricando y debatiendo la expresiéon anterior. Parece que se hace iterando con no sé qué,
pero Mininni la sacé tipo galerazo. Recreo de 7 minutos.

Ahora vamos a derivar las ecuaciones de recurrencia (7). Esto implica evaluar la igualdad anterior para todos los casos
de los valores independientes de los . Sinceramente no entiendo. Me limito a copiar

Oi41,5 = 1
oi15 =1 K} +2K| +2K,+K}
’ 2cosh (4K ) = eftot2Hit2iat kg
Tij+1 =1
oij-1 =1
Oit+1,5 =1
Oi—1,57 = 1 K _K!
—  2cosh (2K;) = e®0™ s
Tij+1 = —1
oij-1 =1
Oi+1,5 =1
O'i_Lj = —1 . K/—2K/+2K/+K/
— 2 =¢e"0 1 2 3
Tijr1 =1
Oij—1=—1
Oiy15 =1
Oi—15 =1 9 — Ko 2K+ K,
Oij1 =1
Oij—1=—1

De lo anterior se puede despejar
1 1
Ky=m2+ B In (cosh (2K7)) + 3 In (cosh (4K71))

1
K| = —1In(cosh (4K1))

4
K} = éln (cosh (4K71))
K} = éln (cosh (4K1)) — %ln (cosh (2K1))

10§ f 110§ [
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Obsérvese que K1 > K} > K} que significa que la interaccién con primeros vecinos es mayor que la de segundos y mayor que
la de terceros (o lo que sea K}, no es terceros vecinos en realidad se llama “interaccién a cuatro espines”). K es el campo
medio. Nos vamos a quedar sélo con las ecuaciones para K y K} porque el K|, no nos interesa no sé por qué y el K} es muy
complicado para hacer a mano en clase. Entonces la transformacién del grupo de renormalizacion es

K] = ~1In(cosh (4K1))

!
1
1

K} = 5 In (cosh (4K7))

Esto lo podemos resolver con una computadora, pero vamos a simplificarlo atin méas para hacerlo en la clase. Lo que vamos
a hacer es despreciar la interaccién de segundos vecinos y reforzar la de primeros vecinos (esto es algo empirico y no tiene
justificacién alguna) entonces

1 1
K, = 1 In (cosh (4K1)) + 3 In (cosh (4K71))
= gln (cosh (4K71))

Esto dltimo sera nuestra relacion de recurrencia.
Veamos entonces cudles son los puntos fijos de esto:

1. K7 = 0 (significa J = 0 0 T — 00) este punto fijo es trivial. Corresponde a un sistema completamente desordenado.
Es estable.

2. K} — oo (significa J — 0o 0 T'— 0) y también es trivial. Significa que el sistema estd completamente ordenado.

3. Kf = K¢ = fcd = ﬁ = 0,507... y corresponde al cambio de fase. La solucién exacta de Onsager para Ising en

2D da que kBJTC = 0,440.... Este es un punto critico inestable.

Vamos a calcular ahora los exponentes criticos. No sé de déonde tenemos lo siguiente

V(K) _ .Y ()
\% v

que significa que las funciones termodindmicas son homogéneas de grado d (lo vimos al hacer invariancia de escala o algo
asi, hace dos clases). Lo aplicamos a la energia libre de Landau ¥. K es el vector de estados parece, o algo asi. Para el
sistema actual tenemos que ¢ = 2 y d = 2. Pero por el momento vamos a olvidarnos de esto y vamos a considerarlos
como parametros que pueden tomar cualquier valor. Vamos a pararnos en el entorno del punto critico K¢ y aplicar una
perturbacion

k' = K' - K¢

OR
No— ok
x|,
OR
= — K-K
8KJ . ( c)
= MNK-K¢)
donde A es un simple numerito. No sé de dénde sacod que
J T
K-Ke = —|(1—-—
“ kpT < TC>
= Kt

Desconozco completamente el por qué de lo siguiente
Ok' = N6k = Y6k

Mando lo siguiente
v 1\
— (0k) = 07— (¢¥3k
o (o) = £ (k)

y usando no sé qué lo cambi6 a
v 1\
= (t) = 71= (vt
=) =)

10§ f 110§ [
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16.1 Ising 2D 16 GRUPO DE RENORMALIZACION

1
Si tomamos £ = |t|” ¥ entonces

g(t)—ﬁ%g i
v v e
———
f
de lo anterior se obtiene (?)
d
—-=2-«
Yy

Ahora vamos a despejar el valor de y usando A = ¢¥ por lo tanto y = % Ya ni copio, no sé qué estamos haciendo, pero ni

idea de nada en absoluto.
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