Apuntes de la tedrica de QFT

8 de agosto de 2018

Sobre estos apuntes Estos apuntes/resueltos que usted estd viendo fueron creados por un alumno mientras cursaba la
materia. Es por ello que podrian haber errores de tipeo, errores conceptuales, de interpretacién en los resultados, etc. Use
estos apuntes con precaucion. Estos apuntes no son oficiales de ninguna catedra. En caso de notar algin efecto adverso
suspenda inmediatamente su uso y consulte con su profesor de cabecera.

= El alumno cursé6 la materia durante el primer cuatrimestre de 2018, este link conduce a la pagina de la materia.

= Encontrd maés resueltos de Alf en este link.

Estos apuntes estan hechos usando un programa llamado Lyx®. Para hacer los dibujos se usé Inkscape y después se
insert6 las imagenes en formato svg® directamente en Lyx sin conversién alguna.

En este repositorio de GitHub se encuentra la plantilla (template) que Alf usa actualmente, con todo lo necesario
para compilarla y empezar a divertirse.

%Lyx es una interfaz grafica para Latex que hace que la escritura se vuelva extremadamente fluida y veloz (al punto de poderse
tomar apuntes en vivo durante una clase).
bsvg es el formato nativo de Inkscape.

Sobre la notacion Intentaré mantener una notacién lo mas consistente posible y que permita diferenciar de forma clara los
distintos “objetos matematicos” que se usan en esta materia sin ambigiiedad alguna. La notacién que intentaré usar siempre
(aunque a veces es complicado asi que no garantizo nada) es:

Notacién Descripcién

W, [0, (] @) Bras, kets y brakets (estdndar).

A Operador A (operador que actiia sobre los elementos del espacio de Hilbert |¢) € H).

A Vector 3D (no operador).

A Operador vectorial 3D.

z Versor 3D (vector de mddulo 1, no operador).
Oz, 0y, 0z Matrices de Pauli vistas como operadores sobre los elementos del espacio de Hilbert.
Oz, 0y, 0 Matrices de Pauli vistas como matrices (valga la redundancia).

1 Numero 1.

1 Matriz identidad.


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
http://materias.df.uba.ar/camposa2018c1/
https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://www.lyx.org/
https://inkscape.org/es/
https://github.com/SengerM/lyx
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Operador identidad del espacio de Hilbert.
Feynman slash notation.
Contraccion de dos cuatrivectores en el exponente.

Producto escalar de las componentes espaciales k - x.

Cuadrivector k = [kzo kK2 l<:3].

Componentes espaciales del cuadrivector k, k = [kl k2 k‘3].

Cuando sea necesario diferenciar en qué frame se evalia al operador 9, lo indicaré asi.
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1 INTRODUCCION A QFT

No vamos a seguir un unico libro. Vamos a arrancar con apuntes del docente. Luego vamos a seguir bastante el
= Ryder “QFT” para la parte de formulacién lagrangiana y path integrals y mas adelante el tema \¢* .

= Peskin “Introduction to QFT” para el método perturvativo de QFT y diagramas de Feynman.

= Ramond es muy ttil para la parte de renormalizacién y no sé qué maés.

= Un libro matematico que es el Itzyhson.

= QFT 1y 2 de Landau.

» Unos libros que complementan muy bien son los de Greiner, 1) Field Quantization y 2) QED. Son més faciles que el
Ryder y el Peskin, tienen ejercicios resueltos.

= Weinberg. Es un poco més avanzado de lo que vamos a ver acd pero estd bueno.

1. Introduccién a QFT

En la fisica clasica existen campos, los més conocidos con el campo E y B del electromagnetismo clasico. La teoria
cuantica de campos lo que intenta es cuantizar los campos, ya sean E y B o cualquier otro. Ain no hay consenso sobre cémo
cuantizar el campo gravitatorio.

Vision clasica La teoria cuantica de campos puede tener una visién clésica, como por ejemplo la teoria del electromagnetismo
de Maxwell o la relatividad general de Einstein. Son teorfas que a nivel clasico estan perfectamente aceptadas y demostradas.

Vision cuantica La mecédnica cudntica es otra teoria completamente aceptada y verificada con numerosos experimentos.
Tenemos, por ejemplo, a los fotones que son los cuantos del campo electromagnético.

Entonces uno esperaria que ambas visiones sean parte de lo mismo. En particular se espera que la visién clasica sea como
una especie de promedio de la visién cuantica. Se comenzaron a hacer intentos para escribir una ecuacién de Schrédinger
relativista para el electrén, pero se fracasé. Si uno quiere hacer una ec. de Schréodinger relativista, se llega a inconsistencias.

Interacciones fundamentales Por otro lado estan las interacciones fundamentales que son

Electromagnetismo EM
Fuerza nuclear fuerte F
Fuerza nuclear débil D

Interaccion gravitatoria G

En ordenes de magnitud D ~ 10713 F.

Sobre la ecuacion de Schrodinger relativista

Veamos por qué esto no es algo facil de hacer. De entrada la ecuaciéon de Schrodinger estd basada en argumentos no
relativistas, ya que uno parte de que la energia de la particula es

2
=L 4v
2m

De acé uno convierte las variables dinamicas en operadores

y de aqui construimos la funcién de onda ¥ (x, t).
Lo anterior se puede escribir en forma covariante y se conoce como la ecuacion de Klein-Gordon que es una buena
formulacién covariante. El problema es que no describe al electrén.

105 ReSUELTS D
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1 INTRODUCCION A QFT

El problema Existe un fenoémeno en la fisica llamado creacion de pares que es un efecto puramente relativista y no puede
ser descripto en una teoria de una tnica particula como la ecuacién de Schrodinger.

e

e

e
gamma /
4V S

szHe

Consideremos lo siguiente:

p < mc — Limite no relativista
p~mc — Existe la probabilidad de creacién de pares

De acuerdo con Heisenberg
Az A, ~ R

Si queremos estar en el caso no relativista entonces
A, <me
y entonces reemplazando en Heisenberg

h
Az > — = ACompton
mc
Esto significa que si queremos resolver la posicién de una particula con una resolucién mejor que la longitud de Compton, si
o si tenemos que caer al caso relativista. Entonces nuestro primer objetivo serd encontrar una ecuacién cuantica relativista
tal que no tenga este problema.

Algunos ejemplos de cauntizaciones:
» Cuando se cuantiza el campo de Dirac 1) vamos a ver que aparecen dos particulas que son et y e™.
= Cuando se cuantiza un campo escalar ¢ se obtiene una particula 7.

= El campo electromagnético A, cuando se cuantiza da origen al fotén ~.

n

Hadrones (espin —)
Hadrones — 2
Mesones (espin n)
Leptones — e, v—, i, 2

El Modelo Estandar es

Modelo esandar — U (1) ® SU (2) ®SU (3)

Nosotros nos vamos a quedar con los grupos de simetria abeliana que son U (1) ® SU (2). Para entrar al modelo estandar
hay que agregar SU (3) que es no abeliano y eso es para la materia Teorfa de Campos 2.

Objetivos de la materia
1. Desarrollar un método de célculo bésico de la QFT, dado por los diagramas de Feynman.
2. Luego poder aplicar el método de calculo desarrollado a QED con e, e™,~. También aplicaremos el método de cilculo
a campos escalares para materia condensada y cosmologia.
Cuantizacion del campo electromagnético

Nosotros ya conocemos a los campos E y B en el mundo clasico y vamos a plantear ciertas reglas de cuantizacién para
obtener los estados del campo cuantizado.

E.B regmsﬁ;uant |0> ey |nk,>\>
—

Espacio de Fock

donde |0) es el vacio, n es el niimero de fotones, k el nimero de onda y A la polarizacién.

105 ReSUELTS D
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2 CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE (INTRODUCCION A QFT)

Campo libre

Veremos que serd un conjunto de osciladores armoénicos que tienen ciertos modos normales de oscilacién. Estos modos
normales van a ser los que describen a las particulas. Cualquier particula se puede describir como un conjunto de osciladores
armoénicos con distintas simetrias.

El campo electromagnético vive en el espacio de simetria U (1) y por eso aparece sélo el fotén.

2. Cuantizacion del campo electromagnético libre (introducciéon a QFT)

Hasta nuevo aviso vamos a usar unidades tales que i = ¢ = --- = 1. En esta seccién vamos a ver una cuantizacion
del campo electromagnético como para que tengamos una intuicién/motivacion para lo que sigue. Luego veremos el campo
escalar (que es méas ficil que el campo electromagnético), luego el espinor de Dirac, y luego volveremos al campo EM con
mas detalle.

2.1. Descomposicion en osciladores arménicos

Cualquiera sea el campo, si se lo puede describir como muchos osciladores arménicos, entonces ya esta cuantizado. El que
vamos a hacer es un procedimiento muy general.
Desde el punto de vista clasico un campo electromagnético libre satisface

V-E=0
V-B=0
0B
E+—=0
V x +8t
OF
VxB—E—O

y ademds recordemos que lo podiamos expresar en términos del cuadripotencial tal que

B=VxA
0A

B=—Vo-r

El electromagnetismo clasico es invariante ante una transformacion de gauge:

A'=A+Vz
N
[ -
$=0-5
Podemos definir distintos gauges, por ejemplo
¢
A+ —=0
v + En

Lo bueno de este gauge es que desacopla las ecuaciones de onda para A y ¢ y ademaés nos deja explicita la invariancia frente
a transformaciones de Lorentz.

V-A=0

¢=0

También podemos elegir que
donde V - A = 0 se conoce como condicion de transversalidad. Elegir V - A = 0 nos permite luego pedir que ¢ = 0 pues no
sé qué. Con el gauge de Coulomb se obtiene

Al cuantizar el campo, el resultado NO PUEDE DEPENDER DEL GAUGE QUE USAMOS ya que la teoria debe ser
gauge invariant. En consecuencia, vamos a elegir el de Coulomb ya que es el mas facil.

Como se puede ver la libertad de gauge pareciera tener una relacién con la componente A° = ¢ del campo. Lo podemos
elegir como nosotros queramos. El motivo de esta invariancia es que en la formulacién lagrangiana la componente A° = ¢ no
aparece en el lagrangiano.

105 ReSUELTS D
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2.2 Ecuacién de onda8 dCAIANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE (INTRODUCCION A QFT)

2.2. Ecuacion de ondas de A
Consideremos un volumen finito, un cubo de lado L. Vamos a cuantizar el campo ahi adentro y luego haremos L — oo.

Esto nos permitird usar toda la teoria de Fourier para trabajar mas facilmente. Vamos a decir que el campo es

1 )
A= / WAIG ()¢ (x) d*k + C.C. ¥ (x) = e*®® - Base de ondas planas

Box 2 - jQué significa C.C.?

Es de complejo conjugado.

Las condiciones de contorno en los bordes de la caja nos imponen que

¥ (L) = (0) — Condiciones de contorno
por lo tanto

b 27N,

L
k’es discretos — { k 2mny

i’es discretos =

Y L

2mn
k, = Tz

Debido a que los k ahora estdn discretizados, vamos a pasar de la integral de Fourier a una suma. Asi

A(m,t) =) Ag(t)e*™ + C.C.
k

A continuacién le tenemos que aplicar el Dalembertiano a A y verificar que satisfaga la ecuacién de ondas, es decir

0%4; = 0 e de ondas
(07 — V?) A,

Ec. de oscilador arménico! O — Ag + | k |2 Ay

— A= / (‘)l):;Ak (t) 1 (x) d*k + C.C.

Adicionalmente tenemos que imponer el gauge de Coulomb
V-A = 0— Gauge de Coulomb
SV (At
k
de donde se termina obteniendo es que
k- Ap =0— Es por el gauge de Coulomb

Vamos a definir ahora una base

k
propagacién

polarizacién

épsilon(k,1) epsilon(k,2)

etiquetas de polarizacién

":@ﬂm RESUELTOS DE
+—click me!
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2.3 Formulacién hamtoiiiraNaI#&ia€ION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE (INTRODUCCION A QFT)

de modo tal que

-y C"”\’;V(t)é (k, \)

A=1,2

donde A es una etiqueta que tlene que ver con la polarizaciéon y V = L? es el volumen de la caja. Al meter esto en la ecuacién
del oscilador arménico Ay, + | k:| Ay, =0 lo que obtenemos es que

ék’)\+|k|26k,)\:0 = wk:|k:|

Pusimos vV dividiendo “de prepo” para que luego unos conmutadores nos den 1, es decir para normalizar.

Ahora vamos a tomar el limite al continuo (hacemos L — oo) haciendo

w3 Ly

por lo tanto

3 .
A(x,t) = / LIZ Z Ck,\ (t) etk 4 .. siendo ¢ » (t) = cpx (t) € (K, N)
(2m)" T /

Lo anterior es el campo electromagnético clasico, ya que el tensor de Maxwell es F,,, = 0,4, — 0, A, y de aqui tenemos los
campos E y B.

2.3. Formulaciéon hamiltoniana (clasica)

Vamos a partir del hecho de que
A=A (x,1)

que queda definido por los coeficientes
Cle,x

denominados variables de campo, de la seccién anterior. Sobre estos ¢k, » podemos decir que son un sistema de infinitos grados
de libertad, y son discretos pues A € {1,2}.
De la electrodinamica clasica sabemos que el hamiltoniano para el campo electromagnético es

> = g/d% (|E|2+|B|2)

= Er || =
315
Vamos a hacer algunas cuentas para llevar esto al oscilador armoénico. Para el primer término tenemos lo siguiente

/dgm |E]? = /de {A|2

V/ B Z (71&)) [Ck:.)ezk.m . c;;’)\efzkm} Z (711(.0/) |:Ck’,A6’Lk/.w . C;;/’)\Gizk/'m
k

Kk’

2

—|—|V><A|2>

donde hemos usado la expresién para A previa al pasaje al continuo (es decir que atin no hicimos L — o). Ahora usamos
/ B KT v (k- k)

por lo tanto

3 2 2 * * * *
/ d’z |E|" = § w? (Crx Crx T Crx CkX—Cl\ Ck X~ Cp - ka,)\)
k

. . 2 . . .
Ahora veamos qué ocurre con el otro término | B|”. Podemos hacer lo mismo de antes (es decir fuerza bruta) que serfa

asi
/d3 |V xAP? /d3 Zszx (crpe™® — Ck.\C —ikw) ik x(ck/,\ekm—ck//\e_’kl )

k K
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2.4 Cuantizacién canéhic@UANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE (INTRODUCCION A QFT)

A continuacién deberiamos imponer el gauge de Coulomb V - A = 0 y entonces obtendriamos que
k- C )\ = 0
de donde podriamos obtener, si hiciéremos la cuenta, que

2 * *
0= E k (c;m “Cpt CZ,A “Cr )t Ce ) Cr\ T CZ,A : C—k,x)
k

Pero no vamos a hacer la cuenta asi, vamos a hacer un truco que se hace muchas veces que es el siguiente

Pz |V x Al B iix0:i ApiomOAm
J J
== / d3$ (@AkajAk — ajAkakAj)

Vamos a hacer la cuenta para cada uno de los términos de la integral anterior. El segundo término es

=V-A=0 por gauge de Coulomb _ por condiciones de contorno

/dgz (0;Ak0kA;) :7/ d*z M+W

y el primero es

/ P (9,440, 4r) / B (9;Ar)

DK (20 G+ ChrCorn+Ch iy )
k)

Introduciendo todo lo anterior en el hamiltoniano encontramos que
H = i w? Cr.\ - Ch
. E kCk, koA
kA

Vemos que si los ¢, los promovemos al rango de operador y los llamamos a y a’ ya tenemos un oscilador arménico!. No es
tan directo, pero vamos por ese camino.
Vamos a definir el cambio de variables dado por

1
= —— (k. +cg
di ) Jar ( kX k,,\)
» iwh (c o )
= ———=(Ck,\ —
ke, A Nz T, A
Obsérvese que
1. Tanto g como p € R.
2. Los llamamos ¢ y p como si se tratara de variables conjugadas... Sugestivo...
Introduciendo este cambio de variables en el hamiltoniano (atin es todo cldsico!!) éste queda
1 2 2 2
H = 3 Z (pk,)\ + Wk(Ik,A)
P

Ahora nos ponemos contentos porque “esto es facil de cuantizar, lo puede cuantizar cualquier chico!”.

2.4. Cuantizacién canénica
Cuando uno tiene una teoria clésica (lagrangiano clésico) hay dos formas de cuantizarla:
1. Cuantizar como Dirac haciendo lo que vamos a hacer ahora (cuantizacién candénica).

2. Cuantizar usando integrales de Feynman (en la segunda parte del curso lo haremos).
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2.4 Cuantizacién canéhic@UANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE (INTRODUCCION A QFT)

Consideremos que tenemos dos variables conjugadas ¢ y p. La cuantizacién candnica consiste en promoverlos al estatus de
operadores ¢ y P, establecer las reglas de conmutacion, y encontrar el espacio de Hilbert. Listo.
En nuestro caso vamos a hacer

Variables clasicas — g x; Pr.a — G, Pr,y < Operadores

y en consecuencia los campos seran operadores:

A EB — A E,B
En cuanto a las reglas de conmutaciéon imponemos que
[6, ﬁ] = [ﬁ, 1_)] =0 < Por definiciéon de conmutador
[ﬁk,)\?ﬁk,,)\’] :—i/lékk/(S)\)\/ +~—h=1
La regla de conmutacién entre ¢ y p nos dice que
[Py Qrn] = —ic kb kv
Hav aue hacerlos operadores Wi * * — Us: . definicién de o v » clésics
ay que nacerlos operadores — — ﬁ (Ck,)\ . Ck)\ —_ ck,}\ . Ck’)\) = < Samos demnnicion de q y p clasica

pero ahora los tenemos que promover a operadores! por lo tanto

_ i = 2
Ahora son operadores — €g,x - Cpr— Cpa Chka = w—k
y lo anterior no es mas que
_ _ 2
|:Qk,>\7 Q]];/ )\/] = _5kk’5>\>\’
, Wk
Ahora definimos
_ Wk _
ap =4/ Ckx
. - 2m
Operadores de creacion y destruccion —
=1 Wk 1t
a,,=./—=¢
QA o Sk

tales que

[@k,)\, @}; /\] = 1= Bosones!

)

Box 4 - ;jSon operadores vectoriales o escalares?

En todo lo anterior no estoy seguro acerca de si los operadores son vectoriales o escalares, es decir de las siguientes
opciones

Ck,\

Ck,\

Ck
no sé cudl es la correcta. Le pregunté y me dijo que “no le estoy poniendo la rayita de vector pues el cardcter vecto-
rial lo tenemos en A que nos da las dos componentes de polarizacién”. Creo que la cosa seria asi

Gy = Grré(k,A) — Asi lo veniamos escribiendo

)

Si introducimos esto en todas las expresiones hasta llegar al potencial vector encontramos que

Box 5 - Operador potencial vector del campo electromagnético libre

>

2
A (z,t) = \/ Vﬂ- E E [@k,A j%ze_l(wt_k'm) + @k,AeAQ—\/%el(“t_k'm) — Atin sin limite al continuo

k A=1 k

; y 105 RESUELTOS DE
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2.4 Cuantizacién canéhic@UANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE (INTRODUCCION A QFT)

Ademads, usando el hamiltoniano (clasico) # = %Zk’ AWRCE - Ciy ¥ las definiciones de @ y @' (y su regla de

conmutacién) podemos mostrar que
1
Zwk ( k,\akA+ 2)

y ahora definimos, igual que en el oscilador armoénico de Teo 2,
~ i
Nixr= Qg Tk,

de modo tal que

Box 6 - Hamiltoniano del campo electromagnético libre

El operador hamiltoniano para el campo electromagnético libre es
Zwk ( + N ,\) (1)

siendo N g x el operador nimero de fotones con frecuencia wy,.

En lo anterior atin no se ha tomado el limite V' — oo y por eso k es discreto en sumatoria. Luego de tomar el limite
lo que habria que hacer es convertir las sumas en integrales [ d3k.

Energia del punto cero (el primer infinito) Si estamos en el espacio plano (o sea, no hay gravedad) entonces el nivel cero
de energia no tiene significado fisico intrinseco. Da infinito y fue motivo para que muchos no creyeran en la teoria de campos
al principio. Es un infinito que en el espacio plano no tiene mucho sentido y llevé a que se decretara el siguiente decreto de
necesidad de urgencia para eliminarlo. Sin embargo luego si tiene efectos.

Decreto de necesidad de urgencia Vamos a “hacer las cosas al orden normal” (o algo asf) que consiste en tirar el % del
hamiltoniano para que no dé infinito la energia
_ -
= Wk Qg )\ Dk,
P

Esto parece que es medio una truchada ya que hace desaparecer al efecto Casimir, el cual fue observado experimentalmente.
Asi que la posta es conservar el %, es decir usar el hamiltoniano (1).

2.4.1. Autoestados del campo electromagnético

Fundamental El estado fundamental del hamiltoniano que encontramos es un estado que vamos a denominar

|0k x)
y lo definimos tal que
@ |Oka) =0
donde @, es el operador de destruccién. Obsérvese que en el estado |0k ») no hay ningun fotén (por eso el cero) con nimero
de onda k y polarizacion .
El primer excitado es
1ea) = @' |Okn)
Si le aplicamos el hamiltoniano obtenemos

__ 1
H k) = Wi (EL,\@k,/\ + 5) EL,A |0, )

3
= — 1
2wk 11,7

de donde encontramos la energia del campo electromagnético (recordar que h = 1).
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2.4 Cuantizacién canéhic@UANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE (INTRODUCCION A QFT)

Estado n-éxitado En general vamos a encontrar que

ET Ngo, X
Qg

Ingx) = (k ) 0%, x)
nk,)\

2.4.2. Energia del campo y orden normal

Tenemos lo siguiente
|0k7)\> = |Ok1,>\1>®|0k27)\2>®'”®|ija>\j> ]*}OO

Ty x -3 Ty ) = Moy n) @+ @ |, 0, ) J— o0

de modo tal que la aplicacion del hamiltoniano a este estado es

LT W TR E E Wi, (aki,,\iaki,,\i t3 Ty Ao - - -3 T, 7, )

Vk; VA
En general vamos a tener, igual que en cuantica “comun”, que
H|0) = Ep|0)

pero el problema que tenemos para el campo electromagnético es que esto da infinito ya que

B, = Y =%

ki

L
00

_>

(esto lo vimos la clase pasada). Esto se resuelve con el decreto de necesidad de urgencia de la clase pasada que se conoce
como “orden normal” que es

N
|
% N

Ey tal que z [0y =0

2.4.3. Impulso lineal

Deberiamos poder encontrar un operador cuantico que nos dé el impulso lineal. No lo vamos a hacer completo aca, pero
vamos a ver un poco. Partimos del potencial vector

[ &, (k) & (k)
A (z,t) =1/ — a A —i(wt—k-x) | & A i(wt—k-x)
A@I=yv oy [“’“me v
A nivel cldsico tenemos que el impulso es
1 3
p=—| d°zr ExB
4
v
E=A _
Nosotros hemos usado el gauge de Coulomb tal que B_UxA Metiendo A de esa forma lo que encontramos, “si me
=V x

dejan hacer un pase de galera rapido”, es que el operador de momento lineal para el campo electromagnético es
_ — 1
- (5]

Al tratarse de una suma vectorial siempre hay un par de k y —k que se suman y cancelan el término con %, por lo que queda
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2.4 Cuantizacién canéhic@UANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE (INTRODUCCION A QFT)

Box 8 - Impulso lineal del campo electromagnético

Si aplicamos el operador a un autoestado del campo electromagnético encontramos que
P |nen) = nk |ng,a)

2.4.4. Impulso angular

A nivel cldsico tenemos que
J= 2 / d*z x x (E x B)
= — T T
4
Usando lo mismo que hicimos para el impulso lineal podemos encontrar una expresién satisfactoria.

2.4.5. El fotén

Veamos lo siguiente:

N

E;Tc,,\ 0k,n) = ﬁw@,z,,\ |0k \)
Paf,|0ks) =hkal) , |Okx)

Lo que hemos hecho es tomar el estado de vacio, excitarlo al primer estado, calcular su energia/momento. Es decir, lo anterior
son la energia e impulso de cada fotén. Entonces

{ |k| eslaenergia de un fotén |1x x)

k es el impulso lineal de un fotén |1 »)

Usando la férmula de Einstein

1
m = (21l

= 0 = El fotén tiene masa nula!

En consecuencia hemos encontrado que el cuanto de excitacién del campo electromagnético es una particula (fotén) que
tiene energia hw, impulso Ak y masa nula.

2.4.6. Interpretacion de A\

. Qué quiere decir el indice A?, nosotros lo introdujimos como una polarizacién. Pero tiene que ver con el impulso angular.
Luego lo veremos con mas detalle.
Supongamos una particula con masa m y velocidad v. Su momento angular sera

L=rxmv

Si ahora pasamos a la mecénica cudntica y recordamos que hay un aporte del momento orbital (andlogo al cldsico) y también
hay un espin entonces vamos a tener que
=L +

<
195

Podemos definir la helicidad como

S
I
S

BS

E
+ +
[l [l

SIS

donde el término con L se cancela pues L es 1 a v. En consecuencia si una particula tiene helicidad ésta debe tener origen
en un momento angular intrinseco, i.e. espin.

L0S RESUELTOS DE
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2.5 Efecto Casimir (19480 UANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE (INTRODUCCION A QFT)

Podemos definir los operadores

tales que

y entonces la helicidad es

k-J

! >
k,L

]. R> :Zt
k,L

donde puse en color mas claro que S = 1 es el espin de estas particulas.

2.4.7. Espin

Ya hemos encontrado a JZ y P que son los generadores de la traslacién temporal y espacial respectivamente. El operador
asociado a las rotaciones es el operador de espin que es (galerazo)

S=Yk(aliar -
k

5]
o
o
S]]
>
[\v]
~—

2.5. Efecto Casimir (1948)

Vamos a hacer la cuenta mas sencilla de todas y ultra trivial para que podamos entenderla e introducirnos en el tema.
El efecto Casimir es un efecto cudntico que tiene consecuencias macroscopicas.

Supongamos un campo libre en un universo infinito que sélo existe como abstracciéon matemética en nuestras mentes.
Pero imaginemos eso. A este campo sélo lo podremos medir a través cargas y/o/u otros campos que interactien con él.

Ahora imaginemos un campo confinado en una regién finita del espacio. En este caso tenemos contornos que van a limitar
el espacio. Estos contornos van a alterar el estado de vacio del campo, es decir que el estado |0) no es el mismo cuando el
campo esta libre que cuando estd confinado. Esto da origen a una fuerza que se puede medir!.

Consideremos, ahora si, un contorno

or

Ey (0T') — Energia de vacio en presencia de oT'
Ey (0) — Energia de vacio en el caso de campo libre

y vamos a definir
Ecasimir (OT') = Ey (OT') — Ey (0) + método de regularizacién

siendo el método de regularizacién “algo” que podriamos tener que hacer para evitar infinitos, por ejemplo truncar una
sumatoria o ponerle un cut off a una integral (que luego deberemos verificar que el resultado no dependa de este método de
regularizacién).

Consideremos una cavidad conductora de lado L dentro de la cual hay dos placas conductoras separadas una distancia a
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2.5 Efecto Casimir (19480 UANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE (INTRODUCCION A QFT)

< /! L
|
L . L

con L > a. Por anélisis dimensional tenemos que la fuerza por unidad de area es

F he
2%t

Solo de este andlisis trivial notamos que
= Aparece h por lo tanto es un efecto cuantico.

= Aparece ¢ por lo que el efecto también es relativista.

s ~ a~* por lo tanto a cortas distancias es increiblemente fuerte, y muy débil a grandes distancias. O sea, le “gana” a

Coulomb.

En base a lo que hicimos antes ya conocemos las autofunciones de este cubo en cada una de las regiones I, IT e III. Lo que
nos va a interesar serd la energia de Casimir en el limite

Ec (a) = lim {E, (a) + 2E;; <L > a) — B (L)]

L—oo

En la expresiéon anterior tenemos que E; y Ep; es la energia del cubo con las placas, y para que no dé infinito le restamos
Errr que es la energia de la caja sin las placas (o sea la energia “de vacio”).

Para un cubo de lado I sabemos que la energia del estado fundamental es

Wg

Ey (0) = -
ox 2

2 2 2 _
donde wg, = \/(f’) + (Il%y) + (%) . Sabemos que % A = 0 por lo tanto

A ~ efuut

Ademés sabemos que que el campo eléctrico satisface

por lo que
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2.5 Efecto Casimir (19480 UANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE (INTRODUCCION A QFT)

por lo tanto (...) debe anularse. De aqui encontramos

N XT

Aw::a$cos( T )cosg.qan.”)

y=aysin(...)cos(...)sin(...)

A, =aysin(...)sin(...)cos(...)
(en lo anterior no sé qué es un operador y qué es un nimero comin). Pidiendo que

V-

[

=0
se encuentra que
AzNzT  QyNyT AN,

L. L, L. =0 = a- k=0

Ahora parece que nos quedan dos constantes libres para cada modo (ks, ky, k.) entonces tenemos dos polarizaciones (7).
Volviendo la configuracién de la caja lo que podemos decir es que

N e
Een regiéon I — Z Z Z

2

Nz Ny Nz

Ahora vamos a tomar el limite cuando L — oo con lo cual las sumatorias se convierten en integrales

> —>/Oodk170dky (i)zf
0 0

ke ky

y entonces
2
Een 1a regiéon I —

T2

M‘h
0\8

d@/ﬁ@}jJ%+@+@
0

k.=0

Ahora vamos a reemplazar
def
k.,=mn

simplemente porque es el inico que quedara discreto. Y ademas llamamos

k” ZQ/k%“Fk‘g

y asi nos queda

I

n—=

I 2 7 i WSR2+ K2 o0 2.2
() /}mgfd@ A R VL R
0 0

2 I a?
L2
o / dky K

0

3y ()]

Seguimos la préxima clase con las energias II y III. Obviamente serdn idénticas pero cambiando el valor de a.
Hoy es la proxima clase. Tenemos que

donde hemos, ademds, pasado al continuo en la variable n para los casos II e III ya que como L — oo los modos que habran
“afuera de las placas” formaran practicamente un continuo.
Aqui observamos el siguiente hecho interesante:
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2.5 Efecto Casimir (19480 UANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE (INTRODUCCION A QFT)

En todos lados tenemos infinitos modos de oscilacién, sin embargo los que estan en el interior de las placas son un infinito
“en los naturales” mientras que los infinitos modos de afuera de las placas son “infinitos reales R”. Es decir que son infinitos
méas densos. Esto hace que sean infinitos méas grandes por lo tanto hay més fotones y entonces la fuerza neta sobre la placa
tiende a unirlas.

Regularizacion Ahora lo que vamos a hacer es regularizar (esto no es renormalizar, eso lo veremos luego) las integrales para
que no diverjan. Segun el caso tenemos que

{ |k| — oo Se habla de divergencia ultra violeta

|k| — 0 Divergencia infra roja

Para hacer la regularizaciéon vamos a utilizar una “receta de intuicién fisica” que es la siguiente: un conductor se vuelve
transparente a las ondas electromagnéticas para frecuencias suficientemente altas tales que A\ < la distancia interatémica.
Entonces vamos a decir que

3J una frecuencia wye corte

tal que los modos ya no interactiian con la placa. Es decir, la idea es la siguiente:

Modo con omega
\’/\’/ suficiente tal que

"no ve" a las placas

Para implementar esta idea lo que vamos a decir es que existe una funcion de corte

f( k )_{1 cuando |k | < | kde corte |

Kde corte 0 cuando |k| > |kde corte |

con lo cual la energia de Casimir serd (20 mil pasos que no hicimos, pero da asi)

(=) K ()

2 Vi k = nm 2 k2 Jr Vi n7r 2 i
o ke ey | 2 k2 - d -
27T / I 2 (kde corte) + 7;1 I * ( a ) f kde corte 0/ " 2 ) f kde corte
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3 ECUACIONES DE ONDA RELATIVISTAS PARA UNA UNICA PARTICULA

Ahora vamos a proponer un cambio de variable
o nm\ 2
i ()
a

y definimos
oo

E (n) d:ef / dy \/ﬂf (akd:corte ﬂ)

Usando esto la energia de Casimir nos queda, créanme,

L?7?
Eo(a) = 4a3

1 o T
2F(O)+;F(n)—O/F(n) dn

En lo anterior se ha hecho un intercambio entre no sé qué sumatoria y no sé qué integral, que se puede hacer gracias a no sé
qué de la funcién de corte.
A continuacién hacemos uso de la férmula de Euler-McLaurin que es

oo

F(n) - /F(n) dn = %F(O) - %BQF’ (0) — %B4F"’ 0) +...
=0 5 . !

n

siendo B; los mimeros de Bernoulli, en particular By = § y By = 33. Ademés F' (0) = 0,F”(0) = 0,F"” (0) = —4 +

kde corte

o ( L ) Las derivadas de orden méds alto nos dan cosas que en el primer término ya caen como L__ por lo tanto nos

de corte

quedamos con F" y listo. Esto es porque luego tomaremos el limite kge corte — 00. Resulta que usando todo esto la energia
de Casimir queda

L?r?
E =——
c(a) 72003
por lo tanto la fuerza de Casimir es F' = —V E¢ que es
-~ 240at

3. Ecuaciones de onda relativistas para una tnica particula

Vamos a ver intentos de obtener una ecuacién de onda al estilo Schrédinger pero que sea invariante relativista. Todos
estos intentos fallan en algo.

3.1. Ecuacion de Klein-Gordon

Recordemos la ecuacion de Schrodinger

v2
i0¢) — [— + V(ﬂf)} Yv=0
2m
No es dificil ver que no es invariante de Lorentz ya que d; y V? se tratan de forma distinta. Es més, existe un operador de
posicién T pero para el tiempo no, es un simple parametro.
Por otro lado la funcién de onda estd normalizada “todo el tiempo”, es decir que

/ d®z |4 |* =1 para todo instante ¢

Entonces | |* es definido positivo.

Por otro lado la energia es
2

E = ;; +V (z) < Caso no relativista
m

E? = p? +m? + Caso relativista

Sabemos que si promovemos a F, p y a x a operadores en el caso no relativista lo que obtenemos es Schrédinger. Entonces
podemos intentar lo mismo para el caso relativista, es decir

E? =p? +m? - (ihdy)? = (—ihdy)* + m?
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3.1 Ecuacién de Klein-Gordon 3 ECUACIONES DE ONDA RELATIVISTAS PARA UNA UNICA PARTICULA

De esta forma llegamos a que (usamos que i = 1)
(=07 +V?—m*)¢ = 0

y usando que (12 = —9? + V2 encontramos la ecuacién de Klein-Gordon

Box 9 - Ecuacion de Klein-Gordon Schrodingeriana

(O* —m*) ¢ =0
En la interpretacién “Schrédingerista” nos gustaria pensar que ¢ es la funciéon de onda de una tnica particula. Esto
fallara.

En el caso de que ¢ represente la funcién de onda de una tnica particula esto falla, por el hecho de que el espectro de (12
es no acotado por debajo y entonces aparecen infinitos estados de energia negativas.
Veamos como esto falla: si interpretamos a ¢ como una funcién de onda al estilo de Schrodinger lo que encontramos es
que
p=9¢"

es la densidad de probabilidad. Entonces podemos definir una densidad de corriente de probabilidad
J=—5 (0"Vo — oVe™)

que, para que se conserve la probabilidad, debe necesariamente satisfacer una ecuacién de continuidad de la forma

Ip
ot

O (¢"¢) — (¢ V26— ¢V2¢")

(99 g 90 ih oy
o (5 o ¢)+¢< t o) =
0 =

+V.jg =0

El principal problema es que ¢ no es la componente temporal de ningtin cuadrivector que sea invariante relativista.

Definicion tal que es invariante relativista Para que todo funcione bien debemos definir

i 0 0o*
p=2l—m<¢*—¢—¢ ¢>

ot ot
y entonces
" = ( J)
- L (.9)s
A4
= gb*aﬂgb
donde AQMB — (0" A) B
4T B —2< )
y

ot = (18,5, —V)
c

De esta forma la ecuacion de continuidad para la densidad de corriente de probabilidad es

B =0
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3.2 Dirac particulista 3 ECUACIONES DE ONDA RELATIVISTAS PARA UNA UNICA PARTICULA

Problemas que ain enfrentamos

= Kl hecho de que p no es definida positiva entonces no la podemos interpretar como una densidad de probabilidad.

= Tenemos que la energia de la particula adopta infinitos valores negativos, es decir que la energia no estd acotada por
debajo. Esto en principio no serfa un problema porque podemos decretar que nos quedamos con las soluciones de energia
positiva. Sin embargo cuando esta particula interactiie podria empezar a bajar su energia infinitamente y emitir infinita
energia lo cual no es fisicamente posible. Esto es grave.

-+ E=m
-+ E=0
-+ E=-m

3.2. Dirac particulista

Lo que veremos en esta seccién es la obtencién de la ecuacién de Dirac al estilo Schréodinger.

3.2.1. Ecuacion de Dirac y matrices de Dirac

. .7 . 52
Debido a todos los problemas que aparecen con la ecuacién de Klein-Gordon, que surgen por el hecho de que aparece %,
Dirac lo que hace es postular una ecuacién que es de primer orden tanto en d; como respecto a las coordenadas espaciales.
Postula que

i = (—ia-V + Om) ¢
siendo a y 8 “objetos” (matrices, operadores) constantes a determinar tal que lo anterior sea invariante relativista y

1/)1 (.’B,t)
w(mvt) = :

’QbN (IE,t)

siendo N la dimensién del espinor (atin no sabemos cuél es).
Vamos a pedir que las soluciones de la ecuacién anterior satisfagan:

1. Deben ser soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon. Esto es porque en aquella época todos creian que la ec. de
Klein-Gordon era correcta pero estaba mal interpretada.

2. La energia de las soluciones debe satisfacer
E? = p? +m?
Entonces vamos tomar la ec. de Dirac

y la multiplicamos por el conjugado (—id; + i - V — m) para obtener la ecuacién de Klein-Gordon (nota'). Haciendo esto
lo que se obtiene es

{0f+(ia~V—6m)2}w ~ 0
[0} —a-Va -V +m?B*> —im(af+Ba) V] =

1 Aparentemente también dimos vuelta los supra-indices con los sub-indices por lo de la derivada covariante. Pero se mencioné en el aire.
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3.2 Dirac particulista 3 ECUACIONES DE ONDA RELATIVISTAS PARA UNA UNICA PARTICULA

Como queremos obtener a Klein-Gordon queremos que

(0} —a-Va - V+m?B —im(aB + Ba) V] = (0f — Vm)p
Las condiciones que surgen de aqui son
1. 2 = 1 para m # 0. Para m = 0 no es necesario imponer esto.

2. af+ Ba =0 lo cual es equivalente a pedir que el anticonmutador se anule: {a, 5} = 0 . Debido a que a es un “vector”
en el espacio xyz entonces lo anterior son tres condiciones

{ai7ﬁ} =0
3. a-Va -V = V2 De aqui la cuenta sigue

a-Va-V = o/ajai@j
fo',0l} + [ot. o]

- 5 0:0;

= % {ai,aj}aiaj

y entonces o
{al,oﬂ} = 25”

Para que se cumplan estas tres condiciones se puede mostrar que
Nminimo =4
Ahora lo que hacemos es definir
def .
Y= (8, Bat)

de modo tal que v° = 8 es la componente temporal y v = Ba’ son las componentes espaciales. Utilizando esta definicién
para v* la ecuacién de Dirac se escribe

(i’y“@u - m) P =0
que es explicitamente invariante relativista.
Las matrices de Dirac satisfacen

{2 =21
siendo 1 el operador identidad en un espacio de 4 x 4 (o sea la matriz identidad).
Las matrices de Dirac no son tinicas, estdn definidas a menos de una transformacién

A= Ayt A con A=t = AT

Parece que existen distintas representaciones para las matrices de Dirac

siendo o el “vector de matrices de Pauli”, es decir que

o1 o -] oo
1701 0 2= 0 =0 -1

Recordemos que su accién para los kets de espin % es

Zal£) = £[4) += )
To|E) =£i|F) {gi, o} =0
7.1 |%) = ) - = m
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3.2 Dirac particulista 3 ECUACIONES DE ONDA RELATIVISTAS PARA UNA UNICA PARTICULA

3.2.2. Interpretacion del espinor

Ahora queremos encontrar algo que se pueda interpretar como una densidad de probabilidad al igual que la funcién de
onda de Schrodinger. Es decir que queremos algo como

/d3x ¢T1/J = constante

Entonces vamos a escribir el espinor hermitico conjugado, o algo asi,
(woao +iv'0; — m) P =0
P! (_¢70§) +in'; - m) =0
Ahora multiplicamos a derecha por 7° a la segunda ecuacién con lo cual
P! (—ivogo +ir' 0 — m) =0
[Y0,7] =0
{n'2"} =0

Py’ (ivogo — iy + m) =0

Ahora hacemos uso de las propiedades que encontramos antes { , entonces

Ahora definimos el adjunto de Dirac -
¥ =y’
por lo tanto

E(z‘wé—u +m) —0

Corriente de probabilidad Ahora vamos a definir que
I =y

que es una cantidad que se puede mostrar que, para un ¥ que satisface la ec. de Dirac, se conserva.
Para mostrar que J# se conserva lo que queremos ver es que su divergencia se anula, es decir

90" = 0
E’Y“ a;ﬂ:b + (aua) ’Y“df

Ahora usamos el teorema de la divergencia (o alguno de esos) y entonces

/d?’wJO:c

y esto estd definido positivo (o algo asi, me re perdi ahora) por lo tanto podemos definir una cantidad positiva que se conserva
que es

P = J°
= Py
= 1 > 0 — Pues es como |¢|2

Soluciones de energia negativa (antimateria) A pesar de todos los logros anteriores (el hecho de que es invariante, que
existe una densidad de probabilidad, etc.) la ecuacién de Dirac no pudo resolver el problema de la energfa negativa. Para ver
esto basta observar el hecho de que

"P (w7 t) = eiiEtwO

es solucion de la ecuacién de Dirac. Entonces

(Y’E —m) by =0 = YOy = %%

1
y como 70 = [0 ﬂ cuyos autovalores son +1 entonces
E=4m

Vemos que los valores permitidos de energia son de la forma:
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3.2 Dirac particulista 3 ECUACIONES DE ONDA RELATIVISTAS PARA UNA UNICA PARTICULA

Acé podriamos “decretar” que las soluciones fisicas son aquellas con E > 0. Sin embargo el crack de Dirac fue més alla
y no dijo esto.

Dirac se dio cuenta de que lo anterior lo podia resolver si las particulas eran fermiones, mas no en el caso de bosones.
Lo que Dirac postuld es que todos los estados con energia menor que cero estan llenos de electrones, entonces como son
fermiones los electrones no pueden seguir cayendo hacia abajo:

Este es el estado
E=01 de vacio

S~ Electrones que llenan los estados

Entonces algiin estado excitado de este mar de Dirac serd aquel en que un electrén se excita y “salta” a un estado con
energia positiva:

e ~ Se "cred" un electrdén

Absorbié un fotén y
se excité

\/Quedé un "agujero" en el mar de Dirac

Ahora vemos que si el electron que se cred se encuentra con el hueco, lo que puede ocurrir es que el electréon “caiga” al
hueco y emita un fotén:

ee 000

El electrén "cayd" al hueco y liberd un fotén

Entonces vemos que
vy — agujero + e~

Dirac interpreté a los huecos como positrones.

3.2.3. Temas para estudiar por nuestra cuenta

A continuacién haremos algunos comentarios sobre algunos ejercicios de las guias que tendremos que estudiar por nuestros
propios medios.

Limite no relativista Lo que se obtiene al tomar el limite no relativista de la ec. de Dirac es la ec. de Pauli. Para ello lo
que hay que hacer es agregar la presencia del campo electromagnético A" = (¢, A). En este caso se reemplaza el momento
lineal tal como se hace en mecanica clésica

P’ = p =g A"

y la ecuaciéon de Dirac ahora sera
Y — (- [p—qA[+Pm~+qed)y =0
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3.2 Dirac particulista 3 ECUACIONES DE ONDA RELATIVISTAS PARA UNA UNICA PARTICULA

A continuacién hay que considerar que
v
-1
c

por lo tanto lo que se terminara encontrando es que
_|¥
v [X}
con x < ¢. En consecuencia podemos ignorar a x y preocuparnos unicamente por . De esta forma lo que se obtendra es

que
- 6A2 e

ip— [P=0A” G g,
2m 2m

Lo que vemos es que o - B nos estd hablando de un acoplamiento espin-B y entonces reemplazamos S = %o- de modo tal
que

Ge
2—S-B
2m

donde el 2 es el factor giromagnético y es “La” otra predicciéon de Dirac.

El factor giromagnético se conocia experimentalmente pero no se encontraba explicacion. Uno de los éxitos de Dirac
fue que el limite no relativista de su teoria daba origen al factor giromagnético 2 para el electrén .

3.2.4. Leyes de transformacion de espinores

Dadas las coordenadas A* (x) para algtin campo, siendo z las cuatro coordenadas del espaciotiempo, entonces frente a
una transformacion de Lorentz tenemos que

AP (") = AP A ()
En el caso de los espinores, como se transforman
P (x) =T

Vamos a suponer que

¥ @) =5 @)

donde S es un objeto a encontrar y A es la matriz de transformacién. Para encontrar S lo que hacemos es transformar la
ecuacion de Dirac

{ (iv*0, —m)yp =0 — Ec. de Dirac

(iv*A”,0,,) Me bajé el pizarrén y no pude copiar =0 — Ec. de Dirac en el otro frame
Ahora queremos que las dos cosas sean iguales por lo tanto encontramos que
(iSy"AY ST, —m) Y’ (2') =0

Si
S’y"A"MS*1 =AY = A At = Sy S

Ahora suponemos una transformacién
x/u — Auux#
pero que sea infinitesimal, es decir que
Ay =0") + Wy
con wy, = —wy, ¥y |w| < 1. En este caso se encuentra que

S(A) ~ S(I+w)

~ 1 +algo lineal en w

y entonces
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3.3. Resumen de la interpretaciéon de particulas

Schrodinger Lo primero que hicimos fue tomar la energia

E=2 1v

2m
E = Zat
p=—iV
y de esta forma reemplazando obtenemos a Schrédinger. En el caso de Schrodinger sabemos que se puede definir una densidad
de probabilidad

y reemplazar cada cantidad por los operadores

p=19"Y
y todo funciona bien, y también una corriente de proba

—1 * *
JZTW Vi) —pVyr)
m
Klein-Gordon Luego vimos que Klein-Gordon lo que hacen es usar la energia relativista
E? = p? 4+ m?

E =10,
y al reemplazar por los operadores { tV obtuvimos la ec. de Klein-Gordon
p=—i

(0*+m?*) ¢=0

En este caso también encontramos una corriente

i

O ()

(p,J)

pero el problema es que su componente temporal
p=5 (6"~ 3"0)

no es definida positiva. Entonces no podemos intepretarlo como una densidad de probabilidad.

Ademds vimos que los autovalores para la energia son E = 4=1/p2 + m2 con lo cual hay energias negativas y esto es otro
problema.

Me bajo el pizarrén y no puedo ver.

Dirac Coloquiallmente tenemos que
Dirac = v Klein-Gordon
Como vimos hoy, haciendo esto hemos encontrado la ecuacién de Dirac
(iv"0, —m)yp =0
pero a diferencia de Klein-Gordon acé si pudimos definir la densidad de probabilidad positiva como
Yy >0
Aun persistié el problema de que el espectro de energias es
E=2p>+m?

pero le dimos la interpretacién del mar de Dirac, gracias a que las particulas son fermiones (en el caso de Klein-Gordon no
podemos hacer esto porque para bosones no hay exclusiéon de Pauli y entonces siempre se “caerfan” en el mar de bosones).

4. Formulacion lagrangiana

Desde ahora hasta “Teorema de Noether” estoy agregando los temas yo, ya que falté a esa clase.
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4.1 Teorema de Noether 4 FORMULACION LAGRANGIANA

Mecanica Clasica Recordemos de Mecéanica Clasica que la accién para un sistema con coordenadas ¢; se define como
ta
5=/-$(q,d,t) dt g = qi (t)
t1

De hacer variaciones §.5 = 0 se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange clasicas

0L d (02N _
8q,; dt 8(]1 o

En campos Vamos a reemplazar las coordenadas ¢; (t) por los campos ¢ (2, t). Entonces el lagrangiano serd de la forma

g(qﬁ(:&t),q.ﬁ(:&t),t)

y es un escalar frente a las transformaciones de Lorentz (i.e. invariante). La accién ahora serd

ta

S = /dt V/di”xﬁf(abﬁmw“)

t1

4
/ d'x L (p,0,0,2")
La variacién que sufrird un campo sera

A¢ ¢ (2') — ¢ (2)
= ¢ (z+02) - ¢ (2)

¢ () + (0u¢') 62" — ¢ (2)

Q

6¢ + (9u9) 0"

4.1. Teorema de Noether

Vamos a seguir considerando transformaciones continuas e infinitesimales de los campos ¢ (o el campo que sea). Es decir
(como vimos el otro dia que falté) si tenemos un ¢ () vamos a transformar segin

¢(z) = ¢ (x) = ¢ () + ¢

donde « es infinitesimal y A¢ es la “deformacién de la configuracién de campo”. Queremos ver cémo tiene que ser « para
que los lagrangianos se mantengan invariantes.

Transformacién de simetria Vamos a decir que una transformacién ¢ () — ¢’ () = ¢ (x) + aA¢ serd de simetria si la
ecuacion de movimiento queda invariante.

Debido a que la ecuacién de movimiento se obtiene de hacer variaciones sobre el lagrangiano, entonces vamos a buscar
que la accién quede invariante o lo que es lo mismo que el lagrangiano (o densidad lagrangiana, me perdi) quede invariante
a menos de términos de superficie que no alteran las ecs. de movimiento. Entonces vamos a admitir que

L — L () +ad,J" (z)

para alguna J* ().
Debido a que la transformacién es infinitesimal entonces

ZL(p+alg) ~ ZL(¢)+aAZ
Z(9) +ad,J" (x)

de donde sacamos que }
aAZ = ald,J" (x)
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De aqui no tenemos idea quién es d,, J#, pero si sabemos quién es A.Z ya que es quien da origen a las ecs. de Euler-Lagrange
(o algo asi). Es decir que viendo lo de la clase pasada tenemos que
0¥ 0¥

Xz Xz 2 \]-0
= onlGroe) v [ -2 (sma)| o

Ec. de Euler-Lagrange=0
0%
= ad, (—A¢
~—

0, (aAg)

9 (9,9)

N——
JH

por lo tanto vamos a decir que

0. ~
Corriente de Nocther —+ JVF = ——Agp— J* (x
IR

= 0+ Pues aAZ = ad, J" ()

Box 11 - Sobre el término de la derivada del lagrangiano

El término % es la derivada parcial con respecto a cada uno de los campos de los que depende el lagrangiano.
I

y entonces tenemos que
Corriente de Noether — J* se conserva

Box 12 - Sobre J*

En lo anterior tenemos dos cantidades que definen la variacién del lagrangiano que son

Ag

JH
La cantidad A¢ representa cambios en el campo mientras que la cantidad J* representa cambios en las coordena-
das del espaciotiempo. Parece que siempre vale que

JH = TH, 6z

Teorema de Noether Lo que esto nos dice es que si A¢ expresa una transformacién de simetria continua® del lagrangiano
lo que tenemos es una cantidad J* que se conserva.

Carga Vamos a definir a la carga como
def
Q= / a3z J - Caren

y ésta es constante en el tiempo.

Box 13 - Ejemplos

Ejemplo Supongamos un lagrangiano . = %8,@3“(;5 y vamos a usar la transformaciéon ¢ — ¢ + « con o una
constante. Vemos que ¢ — ¢ + « es una transformacién de simetria pues £ depende sélo de las derivadas por

lo tanto no se modificard nada. Debido a que no hay variaciones en el espaciotiempo entonces J* = 0. Entonces
tenemos que J¥ = W%—%A(ﬁ — JH (z) es

JH=0"¢ (tal que 0,,0"¢ = 0, Klein-Gordon)

. . . . 2
Ejempl20 Supongamos un campo escalar, complejo y con masa. Es decir que el lagrangiano es & = [9,¢|" —
m?|¢|°. Consideremos la transformacién ¢ — €'®¢ con « constante. Esta transformacién es de simetrfa pues al
aplicar la transformacién al lagrangiano éste permanece inalterado. Veamos cudl es la corriente J* asociada a esta

2Transformacién continua.
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4.1 Teorema de Noether 4 FORMULACION LAGRANGIANA

transformacién. “Es bastante facil demostrar que “ aA¢ = ia¢ (queddndose a primer orden en no sé qué). To-

alA¢ = ia -
mando el conjugado de esta ecuacién tenemos { Ai* ¢ & Tenemos que J* pues no hay transformacion de
e = —ix
coordenadas. Entonces tenemos que la corriente de Noether J# = %A(b — J*(z) es
W

JH=i[(8"9") ¢ — 9" (8"9)]

(recordemos que en clases previas habiamos llegado a esto cuando hacfamos Klein-Gordon). Obsérvese que acé te-

nemos dos campos que son ¢ y ¢* por lo tanto al calcular =%~ tenemos que hacer la parcial con ¢ y con ¢*, por

9(9.9)
eso hay dos términos.
Ejemplo: cambio de coordenadas Supongamos una transformacion que no modifica al campo sino que sélo es un
cambio de coordenadas, es decir 2# — z* 4+ a* (o sea una traslacién). Entonces el campo se transformard ¢ (z) —
¢ (z + a) y si la transformacién es pequenia entonces

¢ (2 +a) = a"0,6 (z)

y entonces el lagrangiano pasara a ser
L =L+ a0,

Recordemos de arriba que % (¢ + @A) = £ (¢)+ad,J* (z) por lo tanto acé vemos en forma explicita que J* # 0.
No tengo idea cémo pero obtuvo que

0L
T, = ———0,¢ — Lo, = JE =T, a"
20,8 "

a'd,L = ad, J"

luego us6 J# = T*,6x"). Ahora
B J" =0 s )

(creo que para encontrar ese T' primero calculé J usando {

estd anotando lo siguiente:

sio,J¢y=0 = 0,(T",ad)=0 = 0,7%,=0 = 3 cuatro cantidades conservadas

= Si miramos la componente ;1 = 0 entonces vemos que se conserva la carga asociada a las traslaciones
temporales:

H = / d*z T
= / P Femendca
donde la densidad hamiltoniana es
Hensidad = %¢2 + % (Vo) + %m2¢2

Lo que vemos aqui es que se conserva la energia frente a una traslacion.

= Cargas conservadas asociadas a traslaciones espaciales

pi _ /dg.T TOi
—/ Az 10,0

donde m = ¢. Aqui vemos que se conserva el momento frente a una traslacion.

Ejemplo Supongamos el campo electromagnético libre cuya accién es S = —% I d*z F wEHY y consideremos la
transformacion de coordenadas z# — x* 4 € sin transformacién del campo, es decir AA,, = 0. En este caso el T#,

asociado a J# (ver més arriba) es
T, = 0z v — Lt
v ) (8M¢) v v
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No estoy entendiendo.

1
T+, = *FepFepU”u + <_

1> 0 (Fo,F°)
4

- LA
1) 0(0,4,)
Fo,=00A, — 0,40

Resumiendo lo que tenemos por ahora
1
T ,U.V = —1 “payAp + 11 Gpl 9,0,,7#11

Para encontrar las cuatro cantidades conservadas (densidad de energia y vector de Poynting) lo que hay que hacer
es
0,T", =0

para v = 0,1, 2, 3. Es decir
poz/d?’x T ~ E*> + B?

pi:/dSTOinxB

Vemos que el segundo término de T#, = —F#*?0,A, + %ngFepn’“’ es simétrico frente a intercambios de p y v pero
el primero no lo es. Esto es importante cuando queramos calcular el momento angular del campo electromagnético.
Para resolver este problema redefinimos al tensor como pr =T, + OxfMY con fA = — frAV (?). Esto igual es
s6lo un comentario al margen.

Ejemplo: cambio de escala Consideremos una transformacién de cambio de escala dada por
= et ~ (14 a)at
p—e %Ppr(l—a)o

hayan unidades. Usando la definicién de J* que es

. Estas son transformaciones de simetria siempre y cuando en el lagrangiano no

0L
R,
9(0,9)°

Consideremos el lagrangiano .£ = %8#(;58’% — V (¢) entonces combindndolo con la definicién de J* lo que encontra-
mos es que

JH = '+ TH,z”

“estoy escribiendo a lo bestia, salteando hojas. Ustedes después hagan el ejemplo.” “Demuestren lo siguiente:”

oV
a,JH" 4V —p—
’ ()=
0 para V =0
m2
No es una simetria para V = T(bz
4
Es simetria <= ) es adimensional para V = o (potencial tipo Higgs)

4.1.1. Cambio de fase U (1) global

Antes habfamos llegado a que £ = 9,,¢*9"¢ — m?¢* . Existe una cosa llamada “cambio de fase U (1) global” dada por

{¢> — e

, aeR
¢*_>€’LO¢¢*
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y es una transformacién de simetria (o algo asi). Estoy entendiendo poco. Tenemos

_ p1t+ign
¢= V2 1 1
b1 iy = Z =3 (010" P — m*$7) + 5 (0,$20" ¢ me bajé el pizarrén)
¢ = T
0oL 0oL .

= 1 (¢*8u¢ - ¢8u¢*)
- i(s5%)
3Q = / iz J°

4.1.2. Cambio de fase U (1) local

Las transformaciones locales son cuando el a depende de las coordenadas del espacio. Para ver que esto es una transfor-
macién de simetria hay que hacer un truco. Lo que vamos a hacer es meter un término que haga que el lagrangiano quede
invariante de la forma J,A*. Entonces el .Z se vuelve invariante local. “La magia tiene un precio” y para que esto ocurra
tenemos que redefinir muchas cosas, como por ejemplo

def

{ 0ut — (O +ieA,) = D¢
00" = (0 —ieA,) = D, ¢"

1
A,u — A + EauOé

¢ — ¢—iag
6p = —iap
0up — 0, — 1(0p0)p —ic(0,9)
0(0,0) = —ia (0,0) —i(0,a) ¢
d (Du¢) = —ix (Duff))

& = D,¢*D'é—m®¢*¢
1
= D,¢*D'¢ —m?¢*p — ZF““FW

¢ N e—za(’r)(b
0L 0L
v o Y= 0Lk

= i Dip— oDV

Si ahora calculamos las ecuaciones de Euler-Lagrange

0% 0%
_ - [y ")
0, (3(au‘4u)> ox =0 — 0, F" =eJ

105 RESUELTOS D
@ALF 32 201808081850 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

5 CUANTIZACION CANONICA

5. Cuantizacion candnica

Todo lo anterior no entra en los parciales. A partir de ahora comienza a ser 1til para aprobar la materia.

Existen dos formas de cuantizar las cosas: una es la cuantizacién candnica y la otra es la cuantizacién usando integrales
de camino de Feynman. La de integrales de camino la vamos a ver llegando al final del curso.

La cuantizacién canoénica es una cuantizacién algoritmica o axiomatica, en el sentido de que existe una receta para
aplicarla. La idea es promover las cantidades a operadores, imponer reglas de conmutacién, y luego rezar para que funcione.

5.1. Campo escalar

5.1.1. Campo real (sin carga eléctrica)

Vamos a arrancar cuantizando un campo real
o(x) eR

y luego lo extenderemos al caso complejo. Como vimos en la interpretacién particulista no se puede considerar que ¢ (x) es
la densidad de probabilidad de una particula. Asi que veremos cémo lo interpretamos como un campo.
Vamos a partir de la accién clasica

1 1
S = / d*r ( 20,00"¢ — —m?*¢?
2 2
Si a esta accién le hacemos variaciones entonces obtenemos la ecuacién de Klein-Gordon
(O +m?) =0

Lo que vamos a tratar de hacer es cuantizar lo anterior y obtener la descripcion de las particulas de espin cero.
Recordemos el campo conjugado

X4 )
" t) = =
9¢ (x,t)
Para aplicar la cuantizaciéon canénica los promovemos a operadores
¢ () ¢ ()
%
s (.T}) T (1‘)

A continuacién vamos a imponer reglas de conmutacion similares a las que habrian en Mecanica Clasica con los corchetes de
Poisson

(0020, (@8] =i (@ — ')
(0@, s@. ] =0
7@, 7@ 0| =0

Como se puede ver impusimos la condiciéon de conmutacién para los operadores en la representacion de Heisenberg y las
impusimos “instante a instante”, es decir para un t fijo.

Obsérvese lo siguiente
Para un tnico grado de libertad — [g, ?] =1ih

Para n grados de libertad discretos — {@, pﬁ} = 1hdy;

En el caso de los campos tenemos infinitos grados de libertad distribuidos de forma continua, por eso pasamos de
61']' a 6D (iL’)

Ademas sabemos que

¢ (x,t) satisface Klein-Gordon

La solucién mas general de la ecuacion de Klein-Gordon es de la forma
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5.1 Campo escalar 5 CUANTIZACION CANONICA

Las energias de lo anterior son
wie = VK +m?2

y se suele llamar

{ A(k)e " 5 Soluciones de energfa positiva
A(R)T

A (k)

e’*® 5 Soluciones de energia negativa

y la notacién es
kr=kot—k-x

Lo anterior se puede escribir de manera completamente equivalente como

<

(z,t) = / >z Eeik'mgk (t) + H.C.

donde la funcién g satisface
g+ wige =0
(esto sale de meter ¢ en Klein-Gordon). Vemos que la ecuacién que satisface g es la del oscilador arménico. Entonces decimos
que el sistema es un conjunto de osciladores arménicos.
“Para acercarnos a la cuantizacion que nos ensefié Dios, o un apostol, vamos a reescribir lo anterior cambiando la
normalizacién.” Es decir que haremos

3 L L e—ikw
5 = [ g (LB AW+ aB @] dodne i) = T

(en lo anterior fi () el k y el « son cuadrivectores). Esta normalizacién satisface el “producto escalar de Klein-Gordon”.

En Teérica 1 vimos que para que todo sea covariante y todo eso lo que tenfamos que usar era d*k, sin embargo en
lo anterior usamos d>k. Lo que hicimos es

d3k d4k )
(277)3/2 W N (277)36D (k2 —m®) O (ko)
4
= (;T)kgép (k2 — w?) On (ko)
dik
- W(;D ((ko + wi) (ko — wk)) O (ko)
4
= {omy7 3R 90 (b )+ 6 — )] O k)
3k
ez T
3k

(27)3 2wy,

En todo esto no sé qué cosas son cuadrivectores, qué cosas son trivectores y qué cosas son escalares. No entiendo
por qué los fisicos suelen usar notaciones tan ambiguas. Obvio que cuando ya lo sabés todo es obvio.

Producto interno de Klein-Gordon Para dos operadores A v B vamos a definirlo como

(

El integrando se puede anotar en forma compacta como

[

,B)d:e‘z'/d% (A(w,t)TB(:};,t) - A(g'c,t)TB(w,t))

A@ ) B@,t) - A(x,t) B(z,i) =49 B
En particular si A y B son soluciones de Klein-Gordon entonces
si A y B son soluciones de K-G = (Z, B) es independiente del tiempo
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5.1 Campo escalar 5 CUANTIZACION CANONICA

Entonces veamos qué ocurre con las fi () que definimos antes

[ Bz 1 1
(fkvfk’) = 1 (271_)3 \/m\/me
i)’ (k—k)
= @) 2 (—2i) wy,
= 5y (k- k)

i(k’—k)-mei(wkfwk/)t (

—iwy — W)

por lo tanto vemos que las funciones fi son ortonormales en el producto de Klein-Gordon.
También se puede mostrar que
(frs fir) =0

Reglas de cuantizacién para los operadores ¢ Lo que ain nos falta es imponer las reglas de cuantizacién para @ y a'.
Vamos a querer que sean las del oscilador arménico. Para poder despejar a los operadores @ y @' a partir de ¢ (z,t) =

%’% Ne [ (k) fr () + (k) Tfr (x)} lo que vamos a hacer son los productos internos
a (k)
(fk7 (b) B (27r)3/2 2wy,
. - a(k)t
(fir ¢) =

No entiendo.

N—

ah) = (2m)" mz/ Pr (173
o) = en) Ve [ ¢ (5 7)

Ahora vamos a usar las reglas de conmutacién para ¢ para obtener las de los @,

es decir

[R—

al

3. 8]=i6p () [

IS}

No vamos a hacer toda la cuenta, s6lo vamos a ver algunos detalles.

B, a®)] = [ [ ) VB 8 6@, T)i%h i (@)
e [ [ d VB (1) [ '
~ @) / i / P T (6,7 15 )il fe ()

= (27)%2wdp (k— k)
por lo tanto lo que “hemos encontrado” es que
{a (k), a (k") ‘L] = (27)® 2wid ) (k — k') — Regla de conmutacion para los @

Haciendo no sé qué otras cuentas se termina encontrando que

Box 16 - Reglas de conmutacion de a y a daga

L0 RESUELT
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5.1 Campo escalar 5 CUANTIZACION CANONICA

Consideremos

3,
| G =00 ®

En particular si estamos con k = 0 entonces lo anterior nos da el volumen de todo el espacio, que es infinito. Es
decir que podriamos decir que

Vv

op (0) = 277)3

- (7)

Utilizando lo anterior y la regla de conmutacién [a (k), a (k) T} = (27)° 2wy,0p, (k — k') veremos que el hamilto-

—~

niano lo podemos escribir como

— ek w
%”/(2 %3 5 (@'a + m )
s Wi

No entiendo. Vamos a definir un operador

— de a
e —— tal que [

\/2ka

y entonces el hamiltoniano lo vamos a poder escribir como

— &Pk owr
# ZV/(2 )37'“ (" ax + ax ax ')
™

I
=
=
I
=

ISH]

Usando la regla de conmutacién de los @ lo que vemos es que
Z =S w2+ N
S = . lyt Dk

)

El hamiltoniano La clase pasada vimos que para el campo escalar
Tp,u = au¢8“¢ - gnuy

de donde habiamos encontrado que el hamiltoniano era

= [ a1

% / >z {¢2 + (Vo) + m2¢2}

y el momento lineal

p“:/d?’a: oK = pi:/d3x 80¢6i¢:/d3x PV

donde
b= / Bk (a (k) o1k + CLT (k) eikz)
(27)? 2wy,
. A3k " )
= | — = (—iwga (z) e " 4 jwrale™™
s /(27r)2 2wy, (i (@) g )
d3k . ik ep ik
Vo= | —5— (ika(k)e ™" —ika'e’™)
(2’/T) ka
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5.1 Campo escalar 5 CUANTIZACION CANONICA

(creo que en todo lo anterior las cosas eran operadores...). No sé qué estd haciendo, hay un simbolo que no entiendo
redondeado, que dice algo asi como “Ez” y a continuacion estd lo siguiente

[reatas = T [ [ [ G (e s @) (e s e )

m2/ d3k
= — | ——(aa'+a'a
4 (27r)3w,% (za'+a'a)

“juntando todo obtenemos”

I

5]
w —t

]

i/(d’“ (a®) el + a® a®)] si Fy = —go—
_ %/ d’k (2@T@+(2w)32wkéD(O))

- [ (Ee3)

donde V es el volumen de todo el espacio. En lo anterior encontramos la energia del punto cero que es justamente el término
V . Para no tener este problema hacemos lo del “orden normal” que es redefinir el hamiltoniano como : J : del siguiente

modo B

7o [

@)
Momento lineal del campo Si queremos calcular el momento lineal del campo lo que hacemos es
d3 dgk dSkJ i . p 1

- / (27:63 / 20n / o, (—ien) (@ee™ 4 @i te) (k) (@e ™ + @ ')
_ / d3k / d3k’
o ka ka/

—/d3k1 (aa —i—aTa)
= ] 2w 220, \EE bk

por lo tanto hemos encontrado que

I3
I

E:/d%kﬂ

Definicién de los estados del campo escalar ;Cudl serd el estado fundamental del campo escalar?. Vamos a definirlo como
aquel tal que

a; 0)=0 Vk
Esto nos impone que
2 10) =0
p0)=0

Para los estados excitados lo que consideramos es que

1x) = @ ' |0)

K1) =\/| k|” +m? 1)

P |lk) = k|1k)

y entonces

Un estado excitado genérico sera de la forma

Nk Nk .
ko) = (@i 1) (1) 10)

es decir que aplicamos ny, veces el operador de creacién correspondiente a dicho modo k;.

105 ReSUELTS D
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5.1 Campo escalar 5 CUANTIZACION CANONICA

Momento angular “Se puede mostrar que” si J es el operador de momento angular entonces
J [1g=0) =0

por lo tanto vemos que el estado |1x—o) es una particula en reposo de masa m y espin nulo.

5.1.2. Campo complejo (con carga eléctrica)

La idea es hacer lo mismo que para el campo escalar real. S6lo hay que tener dos precauciones (no sé cuéles).
Recordemos la densidad lagrangiana & = 9,¢0"¢™ — m2¢¢* para un campo complejo. Lo promovemos a operador
¢ — ¢. Creo que podremos hacer

3 .
5 — / dizgk [@e—ikr + ETezkm]
- 2r) wr -

con ET #+ @T. Tampoco pedimos que @T = é Esto tiene que ver con el hecho de que @ y E son independientes.
Ahora proponemos

— _ 6$ ET
e 8(;5 @

©-

y la regla de conmutaciéon

—

{% x, 1), @ (a:',t)} =iép (x — ')
Ahora todas las cuentas son idénticas al campo real y se llega a

ay | = (27)? widp (k—K')

[,
(b, b | = (27)° widp (K — k)
(@ b '] =0
(@, b ] =0
Se termina encontrando que el hamiltoniano es
H = /d% [¢¢T+v¢v¢f+m2¢¢f}

_ /d3k wi {N(‘” + N(b)} + o0
donde oo es el mismo que antes. No sé qué onda pero parece anotd
H = /d?’xwk[N(a)—i-N()}

?z/d%k{@—%@}

con :
atar

nga) = 7’63%
—  (27)7 2wy,

~—w  bb

N}gb) _ 7k37k

— (27)7 2wy

y vamos a decir que la particula b es la antiparticula de a.
Vemos que hemos encontrado que existen dos tipos de particulas, las a y las b. Veamos sus propiedades:

{a’“m: Vk

bi |0) =
) = a'o)
N
1) =31 )
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H = / A3z wy, [N,Ea) + N,gb) }
Vemos que las particulas a y b contribuyen de igual manera al a energia y al impulso debido a que

= / de k[N + N |
Entonces jcomo las distinguimos?. ; Qué diferencia a las particulas a de las b?. La respuesta tiene que ver con las cantidades

conservadas. Recordemos que % es invariante frente a cambios de fase. Usando Noether sabemos que 3 una corriente con
una carga independiente del tiempo dada por

_ 3 (a) (b)
_ /dk: [N = NP |+ 00
Ahora nosotros sabemos gracias a Noether que 88—% = 0 (o sea, constante) lo cual implica que

N(a) _ N]gb)

=

— es constante!

e

Debido a que ®) son autoestados de
)

N

—B entonces también son autoestados de @ tales que

=

‘1,(:) es autoestado de @ con autovalor +

) q
)

es autoestado de @ con autovalor —

Debido a que también son autoestados de JZ entonces no hay interaccién entre cada una de las particulas.
Entonces lo que sabemos por ahora es que

Particula  Antiparticula
a b
Masa m m
Espin 0 0
Carga >0 <0
Ejemplos de estos tipos de particulas son los piones:
70 — é eR
at _
— ¢ €C
- @

Los piones son campos escalares de espin nulo.

5.2. Campo de Dirac

Vamos a hacer algo similar a lo que hicimos con el campo escalar. Vamos a trabajar en la representacion de Dirac

p
ool

¥ =9Ty°
EALF
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El lagrangiano para obtener la ecuacién de Dirac es

L = ("0, —m)v

con 1 y 1 campos independientes. De aqui sacamos el momento conjugado

my =G = i = 0t
o

Vemos acd algo “raro” que es que ¢ no tiene un momento conjugado. Atn no sabemos si es un problema o si esta todo bien.

Vamos a preguntarnos si lo siguiente funciona:

(G, Gy 1] = i85 (x — ') [ab]

El hamiltoniano es
H

(me borré el pizarrén, faltaban cosas).
Vamos a plantear una base de soluciones

o(p)e

:/d% [E@—Z}

+ipx

(iv"0, —m) Y =0

de donde obtenemos (al meter la base de soluciones)

(P —m) Yo (p) =0

Para p = 0 tenemos que

1 0 0
0 —imt 1 —imt 0 imt
0] ° 0| 1] €
0 0 0
Ahora aplicamos un boost para pasar a un frame
Y (p) =5A) ¥ (0)
Cuando p # 0 tenemos que )
1
E4+m |0
(1) —
u (p) om | p.
[P
[p.
E+m
(1) _ Py
u (p) =\~ 1
0
77 — -
0
E4+m| 1
(2) —
v =\
iy 2
o
E+m |-
(2) _ p.
u (p) 5 0
| 1
_ b Epy _ D — /2 2
P = o P T E=po=+vp°+m

EALF

40
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5.2 Campo de Dirac 5 CUANTIZACION CANONICA

y de esta forma

() —ipw

p

) ) generan las cuatro soluciones independientes de Dirac para o € {1,2}
o (p) 7

u® (p)ul®) (p) = b u@ P)o(*) (p) =0
2@ (p) 0(*) (p) = —Gaer u@T (p) 0@ (—p) = 0

a1 () ) () = o = v () o) (p)

No estoy entendiendo nada de nada, por eso copio formulas sueltas textuales del pizarrén.

d*x m (00,00 ik | gl@)f, () ik
T) = b T LT o et
v (@) / @n) ko az; iu)e (0ol e™]

_ Bxr m (@) jike | g(@)t5(@) —ika
P () _/(27r)3ko > [b(k) Uiy ™" iy Tgye ]

Ahora lo que vamos a hacer escribir el hamiltoniano (copio textual)
H = i / AL TARY)

dkm dgk/m OtOézw o, af —ikx \ - —ik'xz ik'x
= /d3 / (27r) W/c'aza/(bf Teik +dkvae k )zwk/< bk,uk,e i erk, vk,ek )

A3k m o o
_ /(2 P (vtog — apaz”)
™ (e}

Vemos que si ahora definimos que b, Tba sea el nimero de particulas y dgd‘le algo que se pueda conmutar (habra que definir

reglas de conmutacién). Acd tenemos un problema por el signo menos H = [ gﬂ;%, kY n (bzﬂrbgfd%df) que hace que la

energia no esté definida positiva. El problema de conmutar dz‘dzT de la misma forma que antes es que estariamos asumiendo

bosones. Vamos a ver que la solucién es imponer una regla de anticonmutacién para dgdgT.
Si calculamos la carga usando la invariancia de fase igual que hicimos antes nos da

Q = [ty
- / (;i;“ m o> (v + azag)
Si elegimos las reglas de conmutacién
[b,6] = (2m)° 26, (k — k)
[l =i =\ [4d] = @m)° Zop (&~ k)
[b,d] = 0

explota la energia pues no queda definida positiva. El problema es que estas reglas de conmutacién son para bosones y
nosotros queremos fermiones.

Las reglas de conmutacién estédn asociadas a bosones y las reglas de anticonmutacién se asocian a fermiones. Algo
asi dijo.

@ALF 41 201808081850 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

5.3 Campo electromagnético (libre) en el gauge de Lorentz 5 CUANTIZACION CANONICA

Para salvar la teoria vamos a pedir que
{ o bt } = (21)° %539‘ (k- k') [aa/]
a ga’ 3 Wk 65
{ k> k’} = (27'[') E(sD] (k — k/) [CEO/]
Borré pizarrén

Usando estas reglas el hamiltoniano queda

&k
H= / o’ wﬂk > (T + dytay) 400

y la carga
3k m atra ot
0= [ oy G 2 (02— o
Lo anterior se puede reescribir

H:/d3kwkZ(N,?+N‘;j)
Q:/d3k Z(N,guﬁz)

1
Ng = S
donde hemos llamado £ (2m) .
~o_m 1 i
= 7d*"d
Wk (27)

El momento lineal es

p:/dSk kZ(N,S‘ +N§)

Interpretacion de todo esto Hemos encontrado dos particulas, las b y las d. Estas particulas son iguales en todo salvo que
tienen cargas opuestas (ver los autovalores de Q). Cuando la fisica dej6 de ser clésica yo dejé de entender ~.

Estados del campo de Dirac Tenemos el fundamental |0) que es igual que siempre:
b 10) =0
{ — vk, o
dy |0y =0
Podemos tener los estados que no son de vacio o
|1%.a) = b2 " 10)
L) = dit '10)

y son iguales en todo salvo en el autovalor de la carga.

5.3. Campo electromagnético (libre) en el gauge de Lorentz

Vamos a ver qué problemas surgen al hacer la cuantizacién en el gauge de Coulomb y luego pasaremos al de Lorentz.
Conocemos la accién para el campo electromagnético que es

1 v
S:/d4x <4> F,, F*

donde F,, = 0,A, — 0, A,. Entonces la densidad lagrangiana es
1 v
g - _ZFNVF

A partir de .Z podemos calcular los momentos conjugados
0o _ 0
04y

)5 RE DE
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5.4 Método de Glupta-Bleuler 5 CUANTIZACION CANONICA

0L
0A;
= E°

i =

Encontrar esto es trivial en el gauge de Coulomb mas es valido en todos los gauges. Esto nos trae un problema ya que
quisiéramos imponer reglas de conmutacion

[4; (z,t),7; (&, t)] =6;j0p (z — ') = Quisiéramos hacer esto pero estd mal

El problema es que lo anterior es inconsistente en el gauge de Coulomb. Para ver esto calculemos la divergencia del conmu-
tador:

V-(Ar—7A) = AV-7—-V-7 A
0

El problema es que si usamos la regla de conmutaciéon que queriamos esto nos da

V-[Ai(w,t),wj(m',t)] = Z'(SijV'(SD(SC—ZC/)
£ 0

Por lo tanto esto es inconsistente. Entonces vemos que el gauge de Coulomb V- A =0 es inconsistente con la regla de
conmutacién [A; (x,t) ,m; (@', 1)] = i6;;0 (& — x').

Regla de cuantizacién vs gauge de Coulomb Ahora nos vamos a preguntar: ;qué es lo que estd mal: el gauge de Coulomb
o la regla de cuantizacion?. Si buscamos resolver el problema buscando otras reglas de cuantizacién y manteniendo el gauge
de Coulomb vamos a seguir llegando a otras inconsistencias. Entonces estamos forzados a pasar al gauge de Lorentz.

5.4. Meétodo de Glupta-Bleuler

Esto estd muy bien explicado en el Ryder, lo estamos siguiendo.

Partimos del lagrangiano libre

1 v
D‘Z - —EFHVF#

y vamos a usar el gauge de Coulomb (o el de Lorentz?)
0,A" =0

A partir del lagrangiano usamos Euler-Lagrange y obtenemos

0L

= —OMAY 4 OV AF — g9 AN

39(0,A,) * TN

0L

0A, N
de donde obtenemos

0?4, =0
y lo anterior implica que se cumplen las ecuaciones de Maxwell, es decir
0°4, =0 = OuF™ =0
Parece que
0, F" =0 = 0%24v — ¥ (0,A4%) =0

La idea que tuvieron Glupta-Bleuler fue la de modificar el lagrangiano e imponer el gauge de Coulomb 9, A* = 0 a nivel
cuantico. Entonces propusieron un lagrangiano

1
Lep= ——

LA
4FWF“ - §(BMA“)2
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5.4 Método de Glupta-Bleuler 5 CUANTIZACION CANONICA

donde Zgr significa “lagrangiano de gauge fixing”. El pardmetro A atin no sabemos qué es. Feynman se dio cuenta de que
A no servia para nada y lo fijé en A = 1 dando origen a lo que se conoce como Leynman 0 -Zde radiacién- Usando este nuevo
lagrangiano la ecuacién de Euler-Lagrange queda

024" — (1 - 1)) 0" (9,A*) =0

Vemos que si A = 1 se obtiene [J?A” = ( en el gauge de Lorentz (7).
El momento conjugado es

7TO _ 8$GB
A
= —)0,A"
y
o 3-=ZGB
0A,
= —F'uo - T}#OBVAU
de donde se obtiene ) _ .
mt=9"4° — A

Como vemos ahora no obtuvimos que 7° = 0 y esto es bueno ya que nos permitird imponer las reglas de cuantizacién. El
gauge lo impondremos después en la forma

(W10, A" ) =0

De esta forma el gauge se impone sobre los estados [¢) y no sobre los operadores A*.

Reglas de conmutacion Vamos a promover ahora a m y A a operadores e imponer reglas de conmutaciéon. Vamos a imponer
que

[Aﬂ (@, 1), 77 (a;f,t)] = 8,6, (x — ')

Ahora desarrollamos a A, en serie de Fourier

3

S &k ~ ke Txi
A, (z,t :/7 X (k) | a} e 4 g Teth®
1@0) = [ G )@ a fe'he]

donde los Ei‘b son los mismos que vimos en las primeras clases del curso. Los valores de A tienen que ver con la polarizacién,
vemos que estamos imponiendo en principio 4 posibles valores pero luego veremos que al fijar el gauge obtenemos que sélo
dos son posibles. Si elegimos un frame tal que el fotén (la onda) se propague en la direccién 3 entonces estamos imponiendo

que

=
I
o o x

y entonces vamos a tener que

5i, ei — Polarizaciones 1 k
si — Polariacion longitudinal (en la direccién de k)
52 — Polarizacién temporal

0 0 0 1
1 0 0 0
1_ 2 _ 3 _ 0 _
=" lo cTh "o =~ lo
0 0 1 0
y recordemos de las primeras clases que
AN AN

\08 RESUELTGS
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De aqui también vemos que se cumple la condicién de transversalidad
k: . 6(172) — 0

Ahora vamos a usar B
[A, 7] =ibp (x—a)

y luego de N cuentas vamos a obtener que
{a7 aizfq = —™ 2k (27)° 6 (@ — ') — Se obtiene esto
Para A\, \" € {1,2,3} anda todo bien (el conmutador da positivo). Pero hay dos problemas:
1. El primer problema surge de considerar el conmutador para A\, \’ = 0 lo que obtenemos es
@, @T] = 2k (2m) 6 (& — @)

donde vemos que el conmutador es negativo y es algo nuevo a lo que jamas nos habiamos enfrentado hasta el momento.
El problema de ello se puede ver en lo siguiente: consideremos el siguiente estado

_ d’k 2ot
1 ) = / ! 0 a0

Este estado tiene la polarizacién A = 0 bien definida pero no tiene un k bien definido ya que se estd integrando sobre
todos los valores posibles. Calculemos el braket

() =

d3
—<0|o>/( s 2ko|f< )2

< 0 — La norma no esta bien definida!

Vemos que su norma 4/(1|1) € I es imaginaria con lo cual no vamos a poder definir bien el producto interno en el

espacio de Hilbert.
2. Predice la existencia de un “fotén temporal” que no se observa en la naturaleza.

3. A = 3 predice una polarizaciéon longitudinal de las ondas electromagnéticas que tampoco se observa.

4. El hamiltoniano queda
3
_ B3k L
B e 1 D DAL AR
LT 2
Esto nos muestra que la energia no es definida positiva.

Para resolver todos estos problemas vamos a decretar que hay estados no fisicos que deben ser eliminados.

Eliminacion de estados no fisicos propuesta por Glupta-Bleuler Ellos propusieron que si un estado |1)) es fisico entonces
debe satisfacer que

(Y9, 4" [¢) =0

Debido a que 52 - k* = 0 entonces para A = 1,2 tenemos que

(el a® + kel a® ) J) =0

es decir que la aplicacién de los operadores de polarizacion temporal y longitudinal se anulen al aplicarlos sobre un estado
fisico |4)).

Entonces vamos a elegir vectores de polarizacion tales que
ke (k) =0
ey (k) =0
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6 FUNCIONES DE GREEN

para A = 1, 2. Esto hace que nos quede (por qué cambié la notacién?)

. L
e’ (k’g):?’ eo(k,3)=0
' (k,0) queda libre o (k,0) =1

No entiendo bien qué estamos haciendo. Anoté

Me tap6 el pizarréon

{ ket (3) = k

Ahora estamos haciendo otra cosa

|
o

Dy AF )
(a# ADE 10, A(*)u) ) =

donde lo que tienen la etiqueta () son los de frecuencia positiva o negativa. Ahora se relaja y en lugar de pedir que
9, A |¢) = 0 vamos a pedir que s

O ADE ) =0

Entonces (7)

(W 0 A 1) = (9] 9 ACOH [9)" =

Ya no entiendo nada...

0, A [y) =0 = Z ke, ad ) =0

dado k-2 = ( entonces
(kug( ) a (0) + kel (3) (3)) ) =

k“ef?) - fkuggi)
(ak —ai) [¥) =0

(W] aTa® ) = (W] a®Ta® |¢)

Be 1 [ o
H = /(27r)32/€0 [ ,jak —aljak
A=1

alfal 4 a2ta? — g3t — ggt
—,_/
NP
6. Funciones de Green

La idea es la misma que en Tedrica 1.

6.1. Klein-Gordon

Vamos a definir a la funcién de Green G' como
(O0* +m?) G (z — y) = —6p (z — y) — Asi definimos a la funcién de Green

siendo x es y cuadrivectores.

Cuando hicimos esto mismo en Teérica 1 la funcién 6, () tomoé el lugar de la carga unidad, es decir una fuente
puntual. Aca en Klein-Gordon nosotros siempre vimos la ecuacién sin fuentes, es decir (D2 -+ m2) ¢ = 0. Sin embar-
go podemos anadir fuentes. Més adelante veremos qué son.
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6.1 Klein-Gordon

6 FUNCIONES DE GREEN

Ahora vamos a usar las identidades de Green

Ahora aplicamos la transformada de Fourier a todo el espacio-tiempo

_ d4k ~ e—ikm
G@»—/@ﬂ4aw

por lo tanto

(O 4 m?)G(x) = — / TR G (k) (k2 + m?) ik

Entonces

B
—
x5
~

Il

k2 — m2
1

B[kl —m?

Finalmente tenemos entonces que

4 —ikx
G(x):/ d*k e

(277)4 k2 —m?

Ahora queremos evaluar la integral en forma explicita. Para ello recurrimos a “san Cauchy” que nos dice como proceder
cuando el integrando tiene polos (como en este caso). El integrando tiene dos polos. Para ver cudles son usamos que

k2 —m? = k§ — wj
donde wi = |k |2 + m?2. Entonces los polos del integrando son

k()::l: |k|2+m2

Ahora hacemos lo de siempre, pero con un leve cambio:

Funcién de Green retardada
Funcion de Green avanzada ———— v =

En Teo 1 dijimos “la teoria debe ser causal, entonces usamos el contorno tal que nos da la Green retardada” y descartamos
el contorno de la Green avanzada. Pero Feynman se dio cuenta de que si usaba el contorno que él propuso entonces la soluciéon

era al mismo tiempo causal y anticausal, con lo cual queda todo re piola.

Retardado Cerrar por abajo hard que ko no tenga parte imaginaria negativa (porque ¢t > 0, o algo asi).

Avanzada Ocurre lo opuesto (acd también ¢ > 0 creo).

ALF N
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6.1 Klein-Gordon 6 FUNCIONES DE GREEN

Feynman
Se obtiene el propagador de Feynman. Segin el autor se usan distintas notaciones G (z) o Ap (z). Nosotros usaremos

Ar. Entonces
d4k‘ ie—ikm
A =
F (x) / (2ﬂ)4 k2 —m2 4+ je

La ¢ es convencional pero no influye en nada. Vamos a hacer la cuenta:

/ d*k je~ ik cerramos contorno por abajo para z° > 0
(

1 . :
2m) k2 —m? +ie cerramos contorno por arriba para 20 <0

es decir que usamos los siguientes contornos segtin el valor de x°:

Usando el teorema de Cauchy obtenemos
d*k etk 2
3 =i (Li Res (£
l/(2w)4k2m2+ie i Z)Z%/ es (Fwr)

Existe una forma de escribir lo anterior como una tnica férmula (o sea, no como una funcién partida y sin el twy). La forma
compacta es

d3k ik-(x—y) . .
are-)= [ G oy [0 (a0 =) T 0y (4 = a0) et

La integral en k se puede hacer pasando a esféricas (bastante ficil). En general no se hace pero se podria.
i Para qué nos sirve Ag?. Consideremos la descomposicién espectral del campo de Klein-Gordon

Bk 1 " A
— = A ik — 1 ikx
5 [ 25 L (e o

y definamos el producto T-ordenado

Producto T-ordenado Para dos campos ¢ (x) y ¢ (y) definimos el producto T-ordenado como

T(¢(x),0(y) = On (2° = 4°) ¢(2) ¢ (y) + On (v° = 2°) & () ¢ ()

Obsérvese que si los campos conmutan estd todo bien, pero si no conmutan hay diferencias.
Si calculamos el valor medio del producto T-ordenado para el estado del vacio vamos a tener que:

0T (6@), 6W) )10 = Ar(@-y)

Para ver esto hagamos la siguiente cuenta

— a3k 3K , . o o
s@ om0 = [ [N (et aer) (ame Y ap ) o)

e erp | @y
3 31! . L -~
= [ | (@ T T T ) )
s s

donde los términos “+cosas” son cosas que se cancelardn cuando braketiemos contra (0]. Si ahora braketeamos contra (0| y

hacemos las cuentitas nos daremos cuenta de que (0| T (d) (), ¢ (y)) [0) = Ap (z —y)...

\08 RESUELTGS
@ALF 48 201808081850 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

6.2 Dirac 7 INTERACCIONES

Lo que hace la prescripcion de Feynman es propagar los estados de energia positiva hacia el futuro y hacia el pasa-
do los de energia negativa.

6.2. Dirac

Tratemos de hacer lo mismo que hemos hecho para Klein-Gordon pero para el campo de Dirac. Vamos a partir de

iSp (z —y) = (0T (Ya () ¥ ()) 0)
donde _
Yo (7) g (y) cuando xg > Yo
— @5 (y) Yo () cuando zg < yo

T (Yo (2) s (y) = {

Entonces
iSap (z —y) = Om (20 — y0) (0] Ya (2) Vg (¥) 10) — O (yo — o) (0] g (y) Ya (2) [0)

Recordemos que la solucién de la ecuacién de Dirac era

up= L
2m (wp +m)

Yo (2) = 3/2\/ pupe” " + dpvpet™) p+m P=r"
vy = — :

= v
P 2m (wp +m) 0

Reemplazando esto en O (2o — y0) (0] e (2) Y5 () [0) — O (Yo — xo) (0] Y5 () Yo () |0) obtenemos

3
iSF(x—l/):/ dp m

O (20— y°) e Y "l () a5 (p) — O (y° = 2°) eV Y 0 (0) T ()

{bz, b;l/T} = 5? (p—1p')[ss]

s 8"t _ ¢9ij o ’

donde hemos usado que {dl)’ dy } =dp’ (p—p) [s9]
b310) = 0
d3|0) = 0

. Ahora hizo una cuenta misteriosa y la conclusién fue que

iSp(z —y) =0p (2° —y°) (¥ + m)aﬁ A (z —y) —Og (y° — 2%) (a7 + m)apA(_) (x —y)

Sap (z = (¥ + m) [@H (2% — ") AP (z —y) - Og (y° —2) A (¢ — y)}

Listo...

7. Interacciones
Llegué 20 minutos tarde. Las interacciones se anaden al hamiltoniano como
H = Hp+ Hie interaccion
= ke + i' / &Pz ¢* (z,t)

7.1. Representacion de interaccién

Supongamos primero que la “constante de acoplamiento” A es nula. Entonces tenemos

ei%(t—to) é (tmw) e—i%(t—to)

= ¢

|_¢I (:E, t)J A=0
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7.2 Perturbaciones 7 INTERACCIONES

En la representacién de Fourier sabemos que

Bk 1 i
o5 (x,t) = /(2)3 o ape™®®=wrt=t) 4 Hermitico conjugado}
™ Wk

diagonaliza a 4. Si despejamos ¢ (to, ) de la primera ecuacién y lo metemos no sé dénde obtenemos

b(t,x) = i 2 (t—t0) ,—i o (t—to) Fy o P (t—t0) ,—i 22 (t—to)

por lo tanto vemos que L o
Ut<—t0 = ei%(t_to)e_ii(t_to) 7& i <~ %ﬂe interaccién 7é 0

O sea, si £ = 4 entonces Upyey, = 1.

Si Ui,«t, fuese no unitario entonces la evolucién temporal seria no causal. Como Uy, ¢, es unitario entonces la
evolucién es causal.

Vemos que U+, obedece la ecuacién de Schrédinger:

oU, — . —
Z% = %nteraccién Ut2<—t1 - ez%(t_t()) (ﬁ - %) e_li(t_t[))

donde 5 = ¢! 7 (i—to) Hnt B_i@(t_to)v A1 = Uyt " Hnt Utyety » Upget, = 1.

7.2. Perturbaciones

Para resolver

. 8 Utg(—tl
P

ot = E Utz 1

vamos a proponer una serie perturbativa

Upts = Upets @ + A0, V + XU, @+

Si Upyet, () = T entonces

t
Ut<—t0 ~ I+(—Z)/dt1 %(tl) + ...
to

Metiendo esto en la ecuacion diferencial se encuentra

ou — —

e (1)

ey A7 (1+/\U )
t

— 7 |1+ (-0 [ an F@
to
y de aqui encontramos que
U~1+ dtl J (t dtl J (t dt2 1 (o)

De este modo el campo es

ot ) = Upery | o1 (t,x) Upegy

y recordemos que (?7)

Upy = el 2 (t=to) =i 2 (t=t') =i 7o (1 ~to)

Ut1<—t2 Ut2<—t3 = Ut3<—t1

donde hemos usado (ver Sakurai) ) ] .
Uit, me tapd el pizarrén
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7.2 Perturbaciones 7 INTERACCIONES

7.2.1. Calculo de funciones de Green

Usando la serie perturbativa queremos calcular las funciones de Green que vimos la clase pasada, es decir
(QUT (¢r)Pra) - - Blr)) 1)

donde [Q) es el estado fundamental de 2 = ) + Hny (obsérvese que [2) # |0)) y 7; son distintos puntos del espaciotiempo.
Lo que intentaremos hacer es calcular |{2) en forma perturbativa a partir de |0).
Para la teoria libre ya sabemos que

OIT (¢ (z)¢(y))|0) = Ar

Queremos encontrar una relacién |Q2) > |0). Si la conociéramos con exactitud entonces ya tenemos diagonalizada la teorfa
con interacciones. No la vamos a conocer exacta pero si la vamos a conocer en forma perturbativa. Vamos a asumir que

(Q[0) #0

Asumir lo anterior tiene relacién con el hecho de que Hpteraccion ‘€8 chico” (o sea que A < 1).
A continuacién supongamos que arrancamos del estado de vacio de la teoria libre

y le aplicamos un operador

donde 7 no necesariamente es el tiempo, es un parametro. Entonces

e ZLTI0) = > e LT [n) (n]0)

Y (nl0)e T n)

n

= RTIR)N(QI0) + Y (n]0) e T [n)

n#0
donde |n) son los autoestados de . , obsérvese que
[n=0) #0)
Y —
Ey = (Q 2 |)
con E, > FEjy.

Ahora vamos a aplicar “el truco de Feynman” haciendo que 7 — oo pero con Im (7) # 0. O sea vamos a hacer

p—iEnT(1—i€)

Entonces hacemos

m e Z7|0)= lim )(Q\O)e*iE°T|Q>+ m e 7 |n) (n]0)

T—o0(l—ie) T—oo(l—ie T—00(1—ie)

Acé vemos que el término que mas lento decaera es aquel con menor energia, es decir el fundamental. Entonces el crack de

Feynman concluyé que
1

i _ —iT 0
soo(l—ic) (€] 0) e—iBo7 © 1)

) =

Haciendo exactamente lo mismo pero para (0| e'Z£7 1o que se obtiene es que

1

e (0] LT
A ooy e Ol

(Qf =

Vamos a querer que el estado esté normalizado con lo cual
Q) =1
1

— lim ———— (0] e %07 |0)
T—00(l—ig) | <Q| O> | e—2iEoT
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7.3 Teorema de Wich 7 INTERACCIONES

Teniendo lo anterior, ahora si, vamos a calcular el propagador de Feynman para la teoria con interacciones (o sea, la
funcién de Green)

<Q|T(¢($1)¢($2))\Q> _ <Q\¢($1)¢($2)|Q>
(QQ) ()

oy 01T (1) ¢ (a2) L7 [0)
= 11m A
T—00(l—ig) <0‘ e—2iEoT |0>

Ahora usamos todo lo de antes: J% [0) =0
Ol 2ZT|0y = (0] ¢ ZE () Z (=) —iFR(¥-0) |g
= <O| Uie r Upe |O>

Ahora pasamos los campos a representacién de interaccion

o (0] 7 (1) ¢ (w2) e Z£T[0) (O Urco Uporo " 61 (1) Ugomo Upgeo 'o1 (w2) Upgo U_ro [0)
T oo(1—ie) (0] e=2iEo |0) B (0| Uri—, |0)

El producto T ordenado (funcién de Green/propagador de Feynman) es

. o O (Trcag 61 (1) Usgag 01 (2) Usge—, ) 10)
T @e)e(@)In=_lm 0] Ure— 0)

t
Ut%to = Texp (—Z/ % (t,) dt/)
to

QT S (61 21) 61 (2) e~ D4 )
QT (¢ (21) ¢ (22)) |2) = roo(1—ic) 0T (e—if; ) dt/) 0)

donde

y entonces

7.3. Teorema de Wich

Queremos calcular (0| T (¢1 (z1) - .- ¢1 (z5)) |0). Cémo hacemos?. Teorema de Wich.
Supongamos primero el caso n = 2. En este caso

¢1 (v) = ¢f (2) + ¢7 (x)

3
+(:E): dp{ ! a,e”PT
I (27T)3 2%y p
donde . Obsérvese ademas que
o7 @)= [ B e
) = ale
! (2m)° /20,
1 10) =0
(0l¢7 =0

Ahora vamos a calcular el producto T ordenado. Asumamos que z° > y° asi nos queda més corto. Tenemos

T (o1 (2)¢r(y) = &f ()07 (y) + 7 (@) b7 () +¢1 (2) 67 (y) +p (2) &

r ()
= of (2)¢f (W) + o7 W) of (x) + o7 (2) of () + 97 (z) o)

() + [of (), 9, (v)]
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7.3 Teorema de Wich 7 INTERACCIONES

dp 1 .
+ — —ipT
¢I (x) / (27'(')3 2wp ape

Usando vemos que todos los términos (menos el conmutador) tienen a @, a la derecha de

Bp 1 .
o7 (x) = / — aleP®
I ( ) (271_)3 /_QUJp D
a, t, es decir que estan en orden normal y entonces su valor medio es nulo. Por ejemplo (0| afafa@a [0) = 0 (sale de hacer

la cuentita).

Box 22 - Ordenamiento normal

Vamos a definir el ordenamiento normal con N (...) de la siguiente manera (ejemplo):

N(@ @T@> = @5 ' Gp Gg =: Bp Bx | Gg : + Notacién

Box 23 - Contraccion entre campos

Vamos a definir a la contraccién entre dos campos como

SEIW F | ) o @] syt
= [07@).6” 0] On (= —1") + [ 4), 6~ (@)] O (4 — 2°)

Obsérvese que al tomar valor medio queda

(016 () & (1)10)

— def{[ (2),0” (y)] sia®>y°

(OIT (¢ (), ¢ (y))]0)
= AF (l‘, y)

De aca en adelante vamos a tirar el subindice I de picture de interaccion.
Entonces tenemos que, para n = 2,

T(6(@)¢W) =N (¢@) 6 ) +6@ o)

Generalizando este resultado se obtiene el teorema de Wick:

Box 24 - Teorema de Wick

T(p(x1) o (x2)...0(xn)) =N (qS (1) P (z2) ... ¢ (xn) + Ztodas las posibles contracciones) — Wick

Lo grandioso de este producto es que cuando lo ensancughemos en el estado fundamental |0) casi todo lo del lado
derecho nos va a dar cero y nos permitird calcular ficilmente el valor de (0| T (¢ (z1) ¢ (z2) ... ¢ (x,)) |0). Més ade-
lante lo vamos a ver.

Ejemplo del teorema para m =4 Vamos a usar notacién ¢ (z;) = ¢; . Entonces queremos calcular

T (P1020304) =: p1P2d3d4 + @@ + algo que no sé cémo anotar en Latex :

A continuacién dejo una foto de cémo hay que hacer la “> todas las posibles contracciones” (lo que no sabia cémo anotar
en Latex)
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7.4 Reglas y diagramas de Feynman 7 INTERACCIONES

A continuacién braketeamos contra |0). De este modo todo término en el que haya operadores sin contraer se anulard. Es
decir que so6lo sobreviven los “totalmente contraidos”. Entonces

O] T (p10203¢4) [0) = AFp (1 — ¥2) Ap (¥3 — 24) + Ap (21 — 23) Ap (v2 — 74) + A (21 — 24) Ap (72 — 73)

. d4k eik(mfy)
donde, recordemos, Ap (z —y) = et Pomi e

Demostracion del teorema de Wick Se demuestra por induccién en el nimero de campos m. Lo que haremos es probar
que vale para m = 1. Luego asumir que vale para m — 1 campos y asi probar que vale para m campos. Por comodidad
asumamos que x1° > 2% > ... > ,,°. Entonces tenemos que calcular el producto T (¢1,. .., ¢, ). Para ello vamos a aplicar
el teorema para ¢s ... ¢, (0 sea, asumimos que vale para m — 1). Entonce procedemos

T(p1.- - bm) = ¢102-. 0m
= ¢ N (¢2 e Om + Z todas las contracciones que no incluyan a ¢1)
= (¢f +o1)N(..)
Ahora veamos cémo hacer el producto de estas cosas. Para ¢ “es facil”. Parece que queda

¢ N (...)=N(d1¢2-..0m)

como ¢; af simplemente queda a la izquierda de todo y listo. Para ¢i" tenemos que pasarlo a orden normal, entonces
SIN(.) = Nt + [N (..)]

= N(of ... )+ N([o7.05] b3 bm + b2 [0], 05| s bm+...)

= N (6702 bm+ 010263 G+ 620105 - 6m + - )

= 1o entiendo

La demostracion de esto esté en el capitulo 4 del Peskin.

7.4. Reglas y diagramas de Feynman

Consideremos la cuenta (que vimos hace un rato)
(OIT (¢10203¢4) |0) = Ap (x1 — 22) Ap (23 — 24) + Ap (21 — 23) Ap (22 — 24) + Ap (21 — 24) Ap (22 — 23)

Podemos representarlo mediante diagramas de la siguiente forma: cada punto del espacio tiempo es un punto y cada propa-
gador es una linea, es decir

1 2
<O|T(¢1¢2¢3¢4)|0>:‘ 3._. + II + ><

.—c4
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7.4 Reglas y diagramas de Feynman 7 INTERACCIONES

La interpretacién de esto es la siguiente: las particulas son creadas en dos puntos del espaciotiempo, cada una se propaga
de un punto a otro, donde se aniquilan. En este ejemplo esto sélo puede pasar de tres formas distintas.

Ahora supongamos que queremos calcular una teoria con interacciones en la que el fundamental no es el estado de menor
energia, es decir (Q| T (¢ (x) ¢ (y)) |Q2). Habiamos visto hace algunas clases que en algiin limite que no recuerdo ahora esto
era igual a (0| T (¢ (x) ¢ (v) exp (Hy)) |0) (usando perturbaciones).

(01T (6 () 6 (y) exp (H1)) 0) = (0] T (<z> (£)6 W) + 6 () 6 () [—z' [ e <t>] +) 0)

y aqui ya sabemos que (0| T (¢ (z) ¢ (y))|0) = Ap (z —y) (esto es el orden cero). Para el primer orden (creo que asumimos
una interaccién ¢* o algo asf) nos interesa

o7 (o@ow =) [ a [ atz 361 @) =017 (-5 ) e@ow) [ #6000 0

Si no tuviéramos a Wick esto lo podemos calcular. Es un bajén pero se puede. Pero veamos cémo lo hacemos usando Wick.

m
Tenemos un producto de seis campos en tres puntos, zyz. Entonces { g Queda
n =

.:3< ?')AFQC_ /d4zAF(z—z)AF(z—z)+12< !>/d42AF(J;—z)AF(y—z)AF(z—z)

Si pensaramos esta cuenta en términos de los diagramas de Feynman lo que tenemos es lo siguiente

= 3(-%)AF(x—y)fud‘lzuAF(z—z)AF(z—z) + 12(—%>.]Ld4zHAF(x—z)AF(y-z)AF(z—z)

%
> 8“5 —+ /\l yﬁ—g’—f‘é

Los términos desconectados se pueden tirar pues al normalizar los estados se terminan cancelando (o algo asi, lo vamos
a ver la clase que viene).
Recordemos que teniamos, de perturbaciones,

(o|T (¢I (21) ¢r (22) ... 1 () e 17 Zim dT) 0)
QT (¢ (x1) d(x2)...0(xn)) ) = H?{- | -
T—oo(l—ie <0| T (6 i [T Lt dr) |0>

Reglas de Feynman
= Dibujar todas las posibles maneras de conectar los puntos del espaciotiempo (todos los posibles diagramas).
= Si tenés lineas que se cruzan (o algo asi) integralas.
= Factores de peso.

» Omitir burbujas de vacfo (diagramas desconectados). Esto se puede poner como una regla ya que el denominador
o|T (e_if: Ziny dT) |0) los termina cancelando.

Algo Vamos a calcular la funcién de Green
G(z1,m2) = (QT (¢ (z1) ¢ (22)) [2)
0T (s () 0 (o) T )
im .
T—00(1—ig) <0| T (67%1 diz ¢%(z ) |0>

(lo anterior es hasta orden A\? (dos vértices)). Ahora vamos a calcular esto usando lo de la vez pasada, las reglas de Feynman.
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8 MATRIZ S

En el denominador tenemos

1 et =3~ §8-oco-

/\-\-8~\ 88 'S % R —}8>2

y en el numerador

Q/\Avg—&%nggoQ%N +&+h§l@4+ r&+§

por lo que la funcién de Green es

)= - + ON)
NSV U VR OB %Ela e

Por favor, cudnta magia anotando los diagramas de Feynman en tiempo real con la PC.

8. Matriz S

Vamos a trabajar en la representaciéon de Heisenberg.

Estado inicial Tenemos dos particulas A y B en el estado
‘kA, kB in>

Este estado estd en t = —oo0.
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Estado final Va a ser un estado con n particulas

|p17p27~~~7pn Out)

Este estado estd en t = 4-o0.
Tanto |in) como |out) son autoestados de la teoria libre. Estamos interesados en calcular

Amplitud de scattering = (out|in)

Dijimos que estamos en el picture de Heisenberg. Entonces, jcémo es que tenemos un |inicial) y un |final) siendo
que la definicién de picture de Heisenberg es que el estado no evoluciona en el tiempo?

Lo que ocurre es que |in) son los autoestados de “algin operador” en el tiempo inicial y |out) los autoestados de
dicho operador en el momento final.

No entiendo.
(out| |in) — Los comparamos al mismo tiempo

entonces hacemos 7 — oo (7777) |Q) — |0)
lim <p1, e apnl e_QiTi |kAak;B> = <p17 cee 7pn| S |kA7kB>
T—>00

y asi se define la matriz de scattering.
Si tenemos el estado inicial
|kA7 kB>
que puede ser de la teorfa completa (con interacciones), jcémo se relaciona con el “mismo estado” pero de la teorfa libre? es

decir con
|k, kp,0) = @iy @i, ' |0)

Ahora vamos a usar el hecho de que, aparentemente, el estado |Q2) es la evolucién temporal del |0) cuando hay interacciones,
o algo asi. No entiendo absolutamente nada.

Q)= lim e Zt|0)

T—00(1—1ie)
donde JZ mno sé qué hamiltoniano es. Entonces el estado |k4, kp) es la evolucién temporal de su analogo en el vacio:

kakp) = lim e "2 k4, kp,0)

T—00(1—1ie)
Entonces B o
(pr-pnl 8 [kabs) > Jim (propo, O] () = 4ot |ka b, 0)
T o0 —1&
(aqui hemos puesto el & pues faltaria agregar el denominador, pero antes vimos que lo tinico que hace es sacar los diagramas
desconectados y nosotros los vamos a tirar de una). Vamos a expresar

S=1+iT
y vamos a estar interesados en calcular T.

Ejemplo: estado final con dos particulas Consideremos que las particulas A y B se convierten en las particulas 1y 2:

(prp2,out] i [ka,kp,in) = (pr,p2,0|T (e 4= ) [k, kg, 0)

A _
<p1,p2,0|8T (4|/d42 (b[4(z)) |]{7A7k3,0>

i\
= (p1,p2,0| 24—'/ d*z N (4] (z) + contracciones) |ka, kg, 0)

P
(0] ap, ap, 14—' / d*z N (¢ (z) + contracciones) aLA a;;B |0)

Siguié haciendo cosas que no copié, me dediqué a mirar. Parece que en los términos de contracciones sélo aportan algunos.

Ahora esta haciendo la siguiente cuenta
k1 i
—  —ape 2w, |0
/ (2m)® V2wi Y

= e P7|0)

\08 RESUELTGS
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8.1 Falté la clase pasada 8 MATRIZ S

8.1. Falté la clase pasada

8.2. Reglas de Feynman en espacio de momentos

Las reglas de Feynman se pueden aplicar en el espacio de momentos, también. Son como “la transformada de Fourier de
las reglas de Feynman”.

il = iM (27)* 635 (ps — i)
1. Dibujar diagramas con Ny y N; patas externas. Asignar momentos a cada una de las patas.

Linea externa: 1.

Vértice —14%‘ e imponer conservacion de momentos.

. . i
Lineas internas o

Factores de peso.

A o

Integrar sobre momentos libres.

8.3. Seccién eficaz de escatering

Consideremos un proceso en el cual inciden dos particulas k4 v kp, interactiian, y al final tenemos N particulas p;,

La amplitud de scattering es
(p1,...pn,out|iT |kakp,in) = iT}f
Este elemento de matriz ya vimos cémo se calcula usando el teorema de Wick. Pero hoy nos vamos a olvidar de esto y vamos

a avanzar sobre el calculo formal de este factor.
Vamos a definir la “probabilidad” de transicién (no es una buena probabilidad) como

def

2
Wiy = |Tif|

donde W;_,; se lee “la probabilidad de transicién entre el estado inicial y el final”. Vamos a definir las cosas del siguiente
modo (creo, no sé de dénde salié sino)

2
Wior =M (2m)' 85 (o — 1))
Es decir que acd hemos asumido que T}y siempre tiene la forma
iTiy = M (27)" 63 (ps — ps)
Obsérvese que
4 2 4 4
(55) (py —pi)) =69 (pr — i) 35 (0)

La apariciéon de esta ég) (0) es por el hecho de que estamos trabajando con ondas planas. Si trabajidramos con paquetes de

onda gaussianos, tan picudos como nosotros queramos, en lugar de aparecer 5551) (0) nos apareceria el volumen del paquete
de ondas. Con lo cual esto no es un problema real sino sélo una consecuencia de la abstraccién matemética que estamos
usando. Entonces

Wing = (2m)* 05 (s — i) (2m)* 65 (0) [M [

donde V7 es el volumen cuadridimensional si mal no entendi, y como 7 — oo (el estado inicial estd en ¢ — —oco y el final en
t — o0) entonces nos queda esa delta de Dirac infinita. Lo que vamos a hacer para olvidarnos de esto y no tener problemas

es pasarlo dividiendo:
W; 4
=2t = (2m) 6 (g — ) | M T
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8.3 Seccién eficaz de escatering 8 MATRIZ S

El hecho de que los estados que estamos usando no estdn normalizados implica que los W;_, ¢ no son probabilidades ya que
p) = a5 " [0)

PR Si los braketeamos tenemos que
la) = aq " |0)

no suman a 1. El motivo de esto es que nosotros estamos considerando que {

(plg) = (0] apag'|0)
= Ola'g 0)+0 [g.a] o)

(27r)3 2wq6(5’) (p—q)

Como se puede ver, no estdn normalizados ya que

3 3
(plp) = (2m)" 2,05 (0)
= 2w,V
Entonces si quisiéramos normalizar los estados deberiamos hacer
ap ' 10)
|p normalizado) = ———
V2w,V
La presencia de estos factores —=— a la hora de normalizar hara que el % de la cuenta previa, W‘j:f = (277)4 (5(D4) (pf —pi) | M

Wp
, se termine cancelando y queda todo bien.
Ahora que ya sabemos este tema de la normalizacién si vamos a calcular lo siguiente

Wiy (2m)" 0% (o —pi) IMIP 1

VT M) (Ip2er) VY

donde N es el nimero total de particulas iniciales més finales (o sélo las finales, no sé). Lo anterior si es, efectivamente, la
probabilidad de transicién entre un estado inicial y uno final. Todo aqui es dato salvo la M.
Ahora vamos a definir la seccién eficaz de scattering igual que siempre:

def Wi%f/VT

d =
7 p% (flujo incidente) (densidad de blancos)

donde p; € A se lee “los momentos pertenecientes a algin rango A”. El flujo incidente es (;cuando hay sélo dos particulas
iniciales?)

e (% —v

(flujo incidente) = %

donde, si estamos con momento bien definido, V' = oo. La densidad de blancos se va a definir como
1
(densidad de blancos) = v
Entonces la seccion diferencial de escatering sera

4
do— S~ Mmooy~
pen dwawp |va —vp |V (T1, 27)

Aun se puede avanzar un poquito mas sobre esto para “hacer mas linda la cuenta”, jaja. Recordemos que cuando hicimos

la cuantizacién del campo en un volumen V' los posibles valores de p eran p; = % jconi € Z, n € ...7 De aqui vemos que

Ap =p; — piy1 = %’T Entonces para pasar de una suma a una integral hay que hacer
3
L d3
S (o) =vah
Pi Uz 4 (277)

Usando esto ahora definimos la seccién eficaz de escatering, finalmente, como

N
do — H / dgpi |M |2 (277)4 55;)1) (pﬁnales - piniciales)
e (27)% 2w; dwawp [va —vg |
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8.3 Seccién eficaz de escatering 8 MATRIZ S

Ahora dependerd de nuestra astucia para elegir el mejor sistema de coordenadas para hacer la cuenta.
El ejercicio importante del parcial/final de la materia es calcular do para algin proceso importante como
QED, Yukawa, fermiones y bosones, etc.

En la férmula

N 2 4 (4
o = H/ dspz | M ‘ (271-) 5(D) (pﬁnales - piniciales)
st (2m)? 2w dwawp [va —vg|

en realidad estd mal anotado y con abuso de notacién, es todo obvio cuando ya lo sabés pero para mi no lo es. La

cosa es asi N
4
o= H / // d3pi |M |2 (277)4 6(D) (pﬁnales - piniciales)
e (27)> 2w; dwawp |va — VB |

= Pz Py Pz
N 4
do — H / dgpz | M |2 (27T)4 5(D) (pﬁnales - piniciales)
s (2m)® 2uw; dwawp |va — Vg |
p

Obsérvese que en el segundo caso no estamos integrando sobre todas las dimensiones de p sino sé6lo sobre una. Las

dos que sobran (en esféricas) corresponden al diferencial de dngulo sélido que después se pasa dividiendo para obte-

do
ner aa-

Ejemplo Consideremos dos particulas A y B en el estado inicial que se convierten en las particulas 1 y 2 en el estado final,

es decir el proceso
A+B—1+4+2

Vamos a pararnos en el sistema centro de masa
ka+kp=p +py,=0

Ahora escribimos la integral
d’p1 = pi dp1 d2

Para py no hacemos esto pues usamos la delta de Dirac para matarla (creo). Entonces

b / dpy p? / dpy | M (2m)* 01 (01 +p2 — ka — ki)
(27)? 2w, (27)? 2wp, dwswp |va —vp |
_ / dpy p? | M 270 (w1 +wp — wa — wp)
(27)° 2wy, dwawp |va —vE|

Ahora usamos que en el centro de masa k4 + kg = 0 y entonces

wa +wp = Ecoyn

p2 =ka+kp—p1

—wi —m? = (p1 —ka — kp)’

by = wz\/mg + (p1 — ka — kp)?

mag=mp=m; =My
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11 REGLAS DE FEYNMAN PARA QED

9. Teorema de Wick y reglas de Feynman para fermiones

Hasta ahora habiamos visto que T (¢pp¢p¢p) = N (d¢p¢p¢ 4+ contracciones). Ahora veremos qué cambia si en lugar del campo
escalar ¢ tenemos al espinor . Lo tnico que va a cambiar es la regla de conmutacién de los operadores de creacion y
destruccién a la hora de hacer el producto N ordenado: ahora tendremos reglas de anticonmutacion.

Entonces supongamos que queremos calcular

— e [V (@) si 2 >y

Ademas el propagador para fermiones es

O[T (¢ ()b (y)]0) = Sp(z—y)
/ d'p  i(p+m)
(

o)t p? —m? +ie

Ahora queremos ver cémo aplicar el teorema de Wick. Se aplicaréd todo igual s6lo que habra que poner un “signo menos” por
cada intercambio de operadores que sea necesario para llegar al orden normal.

Ejemplos Calculemos el producto 7" ordenado siguiente:

T (1 othsihy) = { (—1)% sthrthgtha itz >t >ty >ty

Otro ejemplo es el siguiente producto N ordenado
2 3
N (apaqal) = (-1)* alaya, = (-1)° alaqa,

La segunda igualdad no era necesaria, pero es licita asi nos queda positivo.

Teorema de Wick Lo que nos va a quedar es que

T (¢ (2)¥(y) =N (¢ (2)¥ (y) + contraccion (¢, ¥))
Recordemos ahora que

3 m . .
Y (z) = / (ir)kg, o > [ba (k) u® (k) e= ™ 4 df, (k) v (k) €]

3 m . .
) (z) = / (gﬂ’; T > [l (k)T (k) e + do (k) 0™ (k) e ]

a=1,2

, . =t —
Ahora desarroll$ el producto T ordenado con estas expresiones usando ¥*,1 7,1 ,1) que es una cosa asquerosa.

10. Teoria de Yukawa

La vemos la clase que viene. Es la primera teoria de campos més o menos seria que vamos a ver. El lagrangiano es

@ %8M¢a#¢ _ %m2¢2 + @ (’Lﬁ — m) v — g(b@w

10.1. Falté una clase

11. Reglas de Feynman para QED

Vamos a partir de lo que hicimos para el potencial de Yukawa. Lo que vamos a hacer es reemplazar el campo ¢ por el
campo A,. En este caso obtenemos

%ntcraccién == / dsx 6@’7”1/%1#

donde e (carga del electrén) es la constante de acoplamiento. Este Fhteraccion €8 Un término tipico de la interaccién entre
fermiones (electrones) y el campo electromagnético.

Entonces las reglas de Feynman para fermiones son las mismas.

Vamos a tener un nuevo vértice en el cual podemos tener entrada y salida de fermiones y la aparicién de un fotén
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11 REGLAS DE FEYNMAN PARA QED

/‘A - -ie(—)«w)”
i

Por cada linea que aparezca podremos un propagador

« 6 him
@ﬁ_@ p2-m2+is

/\/\/\/ ) i

-———— (alpha = 1) propagador del fotén
/L/( q +l1e

¥ (x) |ka,s4) — patas externas e~ *4%y (k,) — A, |p)?

Queremos ver cémo hacer la cuenta A, [p). Entonces usamos la descomposiciéon de Fourier

.

= Si tenemos una linea externa de fotén, o sea que tengo que calcular A, |p) =~~~ =¢,, (p)

12
(pl Ay = o =€ ().
p

dgp 1 & r.T —ipx rt Tk ipT
(271_)3 m ; (apaﬂ (p) € + ap 6” (p) € )

Si tomamos el potencial de Yukawa y hacemos ¢ — A, lo que esperamos encontrar es el potencial de Coulomb en el limite
no relativista.

iM: \ = (- ie)zﬁ(pl)—y"u(p)#ﬁ(k/)’yulﬂk)

=1 —p[ =¥k

Ahora sélo nos interesa hacer el limite no relativista (lo mismo que hicimos la clase que falté). En el limite no relativista:

7 (p') 7u (p) = ul (p') u(p) — 2m&T¢

w(p')y'u(p) =0

)
iM = |ZI€|2 (2mef)p (2m§T§)p/ Moo
—|P —DP
- 2
_ _M (2mete)

Idem Yukawa

Vi) =

=
%\Q:]‘
3
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12 RESUMEN DE REGLAS DE FEYNMAN

_ e? 1
T T
Hay una gran diferencia con Yukawa y es que este es un potencial de largo alcance mientras que Yukawa muere luego de la
longitud de Compton.

1 1 - . — .
gQED = - zFuuFuy - % (8HA#)2 + ¢e (17/ - me) '(/Je + wa (17/ - ma) wa +...
T ifﬁﬂ’td)ez‘lu - iea@ﬂ“%/l#

Esto anterior es la QED. En principio ya se sabe todo y es un problema resuelto.
Se han propuesto acoplamientos

1 1 5 - . _
XQED = _ZF””F#V - % (8MA#) + we (17/ - me) '(/)e + ¢a (17/ - ma) wa 4+ ...
T ie@ﬁfyuweAN - i@a@a’y“’(/}aAH—i—g] Eeﬂ/}eaawa +9217)ef\l/“ﬁ)aAll
El rojo, si bien no rompe ninguna ley fisica, no se lo ha observado. El término rojo implicaria un vértice en el que entran

dos particulas y salen otras dos. El término azul no es invariante frente a transformaciones de fase por lo tanto no conserva
y
el namero de electrones ni el nimero de particulas tipo “a”. Entonces el término azul tampoco lo podemos poner.

12. Resumen de Reglas de Feynman

Todo el éxito que un pretende de los diagramas de Feynman es lograr traducir un lagrangiano de interaccién en los
diagramas.

12.1. Electrones y positrones

= Espinores u® (p) y v® (p) donde s es el espin de la particula. Los espinores satisfacen la ecuacién de Dirac (v*p, —m)u =
0.

» Adjuntos u = u'y? y v = vy, Satisfacen la ecuacién adjunta @ (y*p, —m) = 0.
7MW@ =0
Z0y® _ g
wu = 2m
v = 2m

3 ua) = yip, +m

30O = i, —m

= Satisfacen reglas de ortogonalidad

= Estdn normalizados

= Completitud

12.2. Fotones

= Condicién de Lorentz e#p,, = 0.

» Ortogonalidad €/{1)€H(2) =0.

» Normalizacién e#*¢, = 1.

» Gauge de Coulomb e =0y e-p=0.

= Completitud

Z (5(3))2' (5?5))j = dij — Pip;

S
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12.3 Reglas de Feynman para QED 12 RESUMEN DE REGLAS DE FEYNMAN

12.3. Reglas de Feynman para QED

Son una receta para calcular el elemento de matriz M de scattering. Al elevarlo al cuadrado nos permitird obtener la
seccién eficaz de scattering que es un observable importante.

1. Dibujar el diagrama de Feynman con el nimero minimo de vértices posible (puede haber mds de un diagrama, no
necesariamente es un dnico).

2. Nombrar los momentos en cada linea del diagrama e imponer conservacion.

3. Poner los factores en los vértices. Poner los propagadores para las lineas internas. Funciones de onda para lineas
externas.

N

Factores de vértice iey” (o = £).

Propagadores _ M M

> 7 ¢*—m
Patas externas

e”-, fermién entrante e”-, fermion saliente

funciéon de onda "u" funcién de onda "u"

e™+, antifermion entrante e”™+, antifermion saliente
funciéon de onda "Vv" funcion de onda "v"

© ©

foton entrante fotdn saliente
funcidon de onda funcion de onda
épsilon_mu épsilon_mu~*
Elementos de matriz
e

12.4. Ejemplo de proceso QED

Consideremos el proceso
ete” = utp”

Queremos encontrar la seccién eficaz de scattering % en el centro de masa.
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o b
M’x ‘\”{)QJ'

p=-Dp
K =—k
E
E=|p|=|p|=Ik=|K|=-"
Todas las particulas tienen espin %
Orden mas bajo
M P
A
/NN
o e
El estado inicial y el final son: borré. El elemento de matriz es
. _ _ s My v
iM (™ () et () = p~ (Rt (R) = ie? (T (0) 7"u (p) "% (@ (k) v (K))

IMP? = (0y"u

|M[? = q (® () 7*u (@)@ () 7y () (@ (k) v (K) B (K) 7 ()

Hasta acd nos hemos olvidado del espin. Para tenerlo en cuenta vamos a hacer una especie de promedio pues en los experi-
mentos las particulas suelen estar no polarizadas. Vamos a hacer

I DI I

Ahora usamos que (dijo algo de una tabla)

D out ()T (p) =p+m
Y vt (p)=p-—m

S () s )T D)y (0) = (= m) A )t
= tr((lf—m)’y“(}éer)'y”)
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L Z tr((p/ m) (prm)y”) x b (g m) o (5 = m) 7)

eiplnes

La traza de estas matrices de Dirac esta toda tabulada y se conoce como “diracologia”.
Seguimos con el ejemplo de la clase pasada.

64
M= (@) u@)aE)y" e () x @0 0 ()T (k) 2 (k)

Vamos a promediar los espines del estado inicial y sumar sobre los finales:
1 1
D315 3 3) DL
s s r

donde s y s’ son los espines iniciales y r v ' los finales.

> 5 ()t (p)u(p) vt (p) = (p’ - m) Y (p+m)y

tr ((p —m) " (P+m)~")

4

1 2 €
= MP2= 2
1 2 IMP=ga

espines

(= me) 2 (o me) 2 o () 3 (8~ ) )

Para calcular esto tenemos que usar las propiedades de la traza y podemos valernos de las diferencias entre m. y m, (una
es méas grande que la otra).

Las propiedades de la traza son
» tr (A+ B) =tr(A) + tr (B)
tr (ad) = atr (4)
» tr (AB) = tr (BA)
» tr (ABC) = tr (BCA)
Recordemos ademés las siguientes propiedades
= Nt =4
w {y", v} =2
= M = g
YA =y (20— AHAY) = 297 — Y = 2y¥ — dyno llegué a copiar — _gr.

Todos estos cédlculos de trazas y propiedades son independientes de la representacién que se use para las v*.
Usando esto calculemos, por ejemplo, lo siguiente

i e ke ol
tr (YY) = tr —1 1
r(vv") r( 5

1
= §tr(277‘“’)
= 7"t (1)
= g

Otro ejemplo puede ser
(,Y ,YV,YA,VU) _4( ,uu Ao n,u)\ ua+npa 1/)\)

Otro ejemplo consideremos a 7° = iy°y14%9? = try® = 0. Entonces

tr (757“) =0
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tr (v*v*7"y*) =0
y el tnico caso en que no da cero es cuando hacemos
('Y 7y ,YV,Y)\,YU) _ 47;&:“’/)\‘7

— 1 para permutaciones pares
donde e"**? = { 41 para permutaciones impares.

0 para dos indices iguales
Ejemplo de célculo de otra traza. Calculemos lo siguiente

A

tr (Y'pry” pg) tr (Vupryeps)
= 4[pi"p2” +p1"p2" — (p1 - p2) "] X 4 [p1up2y + Prop2u — (D1 P2) N ]

= 16 |2 pIp3 +2(pip2)’ +4(p1-p2)° — 4 (p1p2)°

= 32 |(p 'P2)2 +mim3

Lo que estamos buscando es la seccion eficaz de scattering como

do 1 k| 1 9
dQ  2E2,, 1672Ecy 4 > |

espines

[ p1 |
2EA2Eg|va—vp |(27)?4EcM

ibamos al centro de masa teniamos que F4 = Eg = ECTM El hecho de estar sumando iz
eficaz de escatering no polarizada. En lo anterior tenemos que

La férmula anterior viene de la expresién més general que era % = | M |” y usdbamos que si nos

espines implica que es la seccién

1 2 IMF = o {EQ( — |k |cost)’ + B2 (B +| k|cost) + 2m? E?|

espmes

Hay un paso previo que hicimos que es

o ((p/_ me) 7+ me) 71/) =4[pHp” + " =" (p-p —m?)]

(000 ) ) = 4T ks )

Ahora usamos que m, ~ ;%‘6 con lo cual tiramos los términos que tienen la masa del electrén (o sea m, & 0) y entonces “el

término ese de ahi arriba queda escrito como”

fZ|M| = 5 [0 04K+ () (014) + 02 ()]

Ahora s nos vamos al centro de masa y recién ahora (creo) es que obtenemos esto: i >

espines | 16E4

ﬁ&:’{%\ /{Q:(EXZ)

’\”EL%
(1)
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12.4 Ejemplo de proceso QED 12 RESUMEN DE REGLAS DE FEYNMAN

|k|=/E*—m2
k-2=|k|cosf

p~k:p,~k/:E2—E‘k|COSG

p-k=p -k=FE*+FE|k|cost

1 2 8et 9 2 2 2 2 2
Z|M| = ToEi [E (E —|k|cosf)” + E*s (E + | k|cosf) +2muE}

mQ‘ m>2
L 2
1+E2 + 1_ﬁ cos” 6
m2 m2
2
<1+E2>+<1—E2>COS 9]

T o? 1 m2 1 m2
Ototal no polarizado = 5 795 2 2
3 B2, E 2 F

=

[dOJ o om
df No polarizado 4E%M E?

Si integramos en df2 obtenemos

Esto es el resultado final. No siempre es posible encontrar un resultado cerrado tan bonito.

Limite de alta energia Consideremos el limite en que £/ > m,, antes de realizar la integracién. En este caso se obtiene

9 2
do « en el limite E>>m,, dra

1
) E>>—m>u 4E%M( +cos’f) =

total no polarizado 3E2
CM

por lo tanto en este limite
—2
o x Eqy

12.4.1. Resumen de cosas importantes para calcular a partir de M

Lo primero que nos van a pedir es la seccién eficaz de scatering dg Cuando estamos en el centro de masa

dQ] oy 2EaEp|va —vp| (21) 4Eou

Segun si tenemos bosones o fermiones

d MP? 1
Bosones — {JJ = | |
CcM

) © 64n2 4E?
M
Fermiones — [d?)J . |647r|2 24m

que es producto de la normalizacion.
El estado inicial es no polarizado por lo tanto

AT [* = Z M
y para el estado final no miramos su polarizacién por lo tanto
> ||
ror!

105 RESUELTOS D
@ALF 68 201808081850 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

12.5 Compton en version QED 12 RESUMEN DE REGLAS DE FEYNMAN

entonces

- 12 1 2
[M[T= 32> 1M
s,8" rr!
y entonces
do 1 m* -2
el - " M
[dQJNP o2 g2 1M
El dltimo tip que debemos recordar es sobre el calculo de las trazas.
tr(df) = tr(a,y'by)
= aubytr (v"9")
1 17
= aubytr({7,77})
= aub,n*trl
= 4auby7’luy
4a,b"
Otro caso tipico que hay que calcular es

tr (d@B¢d) = 4 (abed + adbe + a + ¢+ b + d)

tr (0195 . .. aons1) =0

12.5. Compton en version QED

Es un céalculo muy complicado, en todos los libros estd. “Sin un machete no me saldria pero ni ahi...”. Veamos por qué es
tan complicado.
El scattering de Compton es un proceso
e vy—e vy
que viene del término de interaccién E’Y“IﬂAM. Lo queremos al orden més bajo en a, que serd a? (pues tiene dos vértices
como minimo, o algo asf). Ahora aplicaremos las reglas de Feynman: dibujamos el proceso, ponemos los nombres a las patas,

etc ete. El proceso es
5 & 5
P & (TN

Pk -+ ke e
£, £,
e

L,&

Tenemos dos diagramas pues hay crossing symmetry. Hay un signo + pues hemos intercambiado bosones (si hubiéramos
intercambiado patas de fermiones aparecia un signo menos por cada intercambio). Entonces en este caso tenemos que

M = M; + M,

i(p+KE+m)

iM = a(p) (—iey”) & (K —iey” e, (k) u(p) +...
(¥) (—iey") e, (k) @+kf—m2( ") (k) u(p)
— 12 . m Z (ﬁ _}C/—i_ m) . s * !/
o+ w(p) (—ievt) ey (k) ———5—= (—iey") e, (K') u(p)
(p— k)" —m?
Para hacer la suma sobre las polarizaciones lo que habria que hacer es Zp.‘ €18y = —Muv-
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13 INTEGRALES DE CAMINO

13. Integrales de camino

Hoy vamos a ver todo en el maro de Tedrica 2, es decir nada de campos ni relatividad. Hay un libro de Feynman y Hibbs
que habla sobre el tema.

Las integrales de camino son una formulacién alternativa de la Mecdnica Cuantica. El objeto importante para este
formalismo no es la funcién de onda sino el propagador (el operador de evolucién). Lo vamos a llamar

K(Qf7tf7qiati)

donde las cantidades f son las finales y las ¢ las iniciales.

13.1. Non relativistic quantum mechanics in 1D
En la formulacién tipica de la Mecdnica Cudntica el estado lo definimos por un |t (¢)) y la funcién de onda es (q| ).

En la representacion de Schrodinger tenemos que

7la) =qla) (d|q)=0p (¢ —q) <q|p>:\/%ei/hpq

Para pasar a la representaciéon de Heisenberg hacemos

s (1)) = e 2 |y)

y definimos

it 57
Fﬁf|

lqt) = e a)
Entonces tenemos que la “amplitud de probabilidad de pasar dese |g;t;) — |qsts)” esta dada por
k(g trsqirti) = (agt sl @iti)

La idea para encontrar el propagador serd resolver la ecuacién de Schrodinger. En verdad la probabilidad va a ser P ~ | k |2.
La idea es que el propagador se puede componer. O sea

Entonces veamos lo siguiente
Ularty) = (artslv)
[ das tagtslats) a1 o)

entonces (7)
K (grty, giti) = / dgi w (qrts, qits) K (qt, gits)

Esta integral se hace sobre todos los caminos espaciales posibles. Para resolverla vamos a pensar lo siguiente: dividimos el
tiempo en forma discreta y armamos un camino posible:

o
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@ALF 70 201808081850 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

13.1 Non relativistic quantum mechanics in 1D 13 INTEGRALES DE CAMINO

El tiempo lo dividimos en n + 1 pasos iguales:
ty—ti=n+1)7

y luego haremos 7 — 0 y n — oco. Entonces

<thf| Qitz’> = / dfh dq2 cee dQH <thf| Qntn> <Qntn‘ Qn—ltn—1> cee <(I1t1| Qiti>

Es decir que hemos aplicado n veces la regla de composicién. Entonces esto nos dice que la amplitud de probabilidad i — f
la estamos escribiendo como la suma de la amplitud de probabilidad de ir por todas las posibles trayectorias cuando n — oco.
En el limite tenemos que

tj

it —_— i
J+1
-

:r

(Gr1tjralaity) = (gj41le |q;)
= (gnle " Z |g;)
T —
= p (g1 —q@)— 7 (@1l 2 ;)

Supongamos ahora que # = f (T?) +V (Q), es decir “una funciéon del momento mas una de la posiciéon” que es algo
“comun”. Calculemos entonces el primer término

(@j+1l F(P)la) = /dp /dp a119") (P £ (B) Ip) (Pl aj)
= /dp /dpeXp( (P'gj+1 — qu))f(p)% (p—p)
/21;1 (P)GXPC;LQ(%‘H—%))

Haciendo una cuenta similar se puede encontrar que

_ Zi+1+ g
(@j+11V (7) laj) =V (JHQJ) 6p (gj+1 — q5)

Juntando todo tenemos que (77)

dp ir(4541—5) T
(gj+1titilgity) = /%h R (1—hf”c”(p,qj)>

[ g1 g

iz {p’“T L (p, qi)}
dp
27Th

Entonces

) dp; it~ g1 —a
(qptflgit:) =  lim /H qg Jep hZ{pjj“—a%”(pqu)]

n—o0,7—0 ° T
— j=0

. . dp; . . .
Ahora hacemos el paso mas audaz que es decir “H?Zl df; H;L:O ﬁ no me importa, lo voy a llamar integral funcional” y

entonces
thf q:t ’L /@q f
donde 9, y%, son “cosas que no vas a calcular nunca” y S es la accién.
—2

Version original de Feynman La versién original de Feynman fue decir que 2 = 2% +V (g) Esto hace que las integrales
en dp sean todas gaussianas y se puedan resolver sin problemas. Es decir que en este caso

. 2 2
dp; it gu-a P _ / T m iTm (qit1 —gj
27h xp ( h lpﬂ T 2m - 2mh xp 2mhpj (g541 — 45) 2mh xp h 2 T

_ mm qJ+1 iz?
= exp<h 5 )”271252 / dz e~
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13.1 Non relativistic quantum mechanics in 1D 13 INTEGRALES DE CAMINO

Esta ultima integral puede dar 0, puede dar oo, puede esta mal definida, o puede dar \/g si la parte real de a > 0. Entonces

dp, it | gai—aq D) 2rmh
apP; S DO 1 T (AR A B R borré
/ oxh P < ) [p i, m i oo

No entiendo

<thf| qzt1> nalolor,e-%o 27Th7'l

|
\
I
sy
[e]
»
T
=3
L — |
v
~—
ey
+
=
\]
K
SN~—"
<
S

Il
=
—
S
g
ST
S -
AN
=

Lo anterior es la forma en que se presentan las integrales de camino en el libro de Feynman y Hibbs.

13.1.1. Principio de correspondencia (limite clasico)

El limite cldsico se da cuando S > h. En este caso [ %y ¢'% debe dar 0 para todas las trayectorias salvo para aquellas
en que S es estacionario, es decir para la trayectoria clasica. Entonces en el caso clasico

S

i Sclasico
TR

K—e

13.1.2. Ejemplo: particula libre

2
En este caso el hamiltoniano es simplemente .# = 2 por lo tanto

n+1 2
, 1 QJ—H - QJ
lim ( ) / dg; ex
=t;—t; \20mhT H A

n—o00,7(n+1)=
J

2 h 1 m
/ doy exp (7% [($2 —21)? + (21 — 2)° =\ — e fef i 3 (22— 21)°
R
2miht 1 ( m

S s o g o=+ 1) = (g -0

/dx dz, e m i(fﬂ 22| = 2mihr\ " L exp [ ——— (rg — )"
1.-- n €Xp 2%k = Jj+1 J - m (n+1)1/2 *P 2ihrm n+1

_ m imar—a)\g o,
Ko = . j exP w(ty —ti)

27T’Lﬁ(tf—ti h2 ty—t

donde hemos agregado a mano la causalidad con O (t; — t;).
Ahora nos preguntamos: dado que x satisface Schrodinger, ;O (ty — t;) k también lo satisface?. Hacemos la cuenta

thoy (Ok) = ©OHK +ihdp (tr —t:) 0p (gf — Gi)

Otra cosa Ya sabemos calcular el propagador para una particula libre (7). Veamos ahora qué hacer con el término del

potencial, es decir
t

. 2
1
exp —%/dtV —1—7/th h2</th> +...

t;
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13.2 Aplicacién de integrales de camino al scattering 13 INTEGRALES DE CAMINO

La profundidad con la que debamos expandir esta serie dependerd de la relacién [V dt < h.

ty
K= /Qfexp i/gdt
L

I
—
S
]

&

e
—
I
&

. tt
1—%/V(qj+17dt—|—...)
ti

ty
1

k1 (qty, qits) = *ﬁ/

ti

dt / dg ro (asts.qt) V () so (qt. git:)

K2

(_;i> / dty dtz dgy dgz ko (f,2)V (2) ko (2,1) V(1) ko (1, 1)

A este desarrollo le podemos dar una interpretacién, o una visualizacién, que es

Y ()
— W= L {/’S + (\/
% %e % %

y siguiendo. Vemos que son diagramas de Feynman.
Tenemos una ecuacién integral para x que es

K= ko (q:qs) — %/ﬁo (ar9) V (q) k (g, )

13.2. Aplicacion de integrales de camino al scattering

Vamos a suponer que tenemos un estado de particulas libres en ¢ — +o00. Va a existir una perturbacién V (z) que se
prende y apaga adiabdticamente (es decir, lentamente). Vamos a asumir una funcién

Yt (wp,ty) = / d*x; K (f, ) Yinicial (Tits)

donde Yipicial €s como la condicién inicial del problema. x es un operador que nos ayuda a hacer la evolucién hasta el estado
final, que lo tenemos que calcular. Como esto es invariante frente a inversion temporal entonces es lo mismo si intercambiamos
las funciones. Es decir

1 i
Yin = ——zeh Pe®TED
(2m) "
1 i
Yout = Weﬁ(pf'm_Eft)
™

Lo que queremos calcular es la amplitud de probabilidad de que las particulas tengan impulso p; al final. Entonces la matriz
de scattering es

S (pipy) = / dPxy Pl (g tp) 0t (ay,ty)

Vamos a usar el ¥y = ﬁ%e%(pf"m_Eft) que es una onda plana. Pero " (zg,t¢) = [ d®z; £ (f, 1) Yinicial (Tit;) que es lo
iy

que anotamos mas arriba. Entonces vamos a tener que calcular el k “como ya sabemos” usando las integrales de camino. Es
decir

Yt (wp,ty) = /dgﬂﬁiff(f,i)%nicial (xiti)
R~ /dl’i (ko + K1) Yin
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13.3 Funcional generatriz 13 INTEGRALES DE CAMINO

donde k¢ es el término de “no interaccién”, es decir que la integral del término con kg sera una delta de Dirac ya que si no
hay interacciéon no puede cambiar el estado. El término k1 es el primer término de interacciones.
Entonces

S = / dSLL’i d3:cf 1/J;kut (:cf, tf) Ko (xf, ty,x;, ti) Yin (l'i, ti) “+ ...
i
s /¢§ut (zf,t5) ko (Tf,tp, 2, t) V (2,t) Ko (2,8, 24, ) Yin (24, t;) APy dPxp dx dt
Entonces la “amplitud de probabilidad entre el estado inicial y el final”, es decir “la amplitud de llegar desde un p,; hasta un
pf” es

Spi= & (pf -p;) - ﬁ/ Baydz;dt Pz Phy (xr,ts) ko (f,1) V (2,t) Ko (L,1) Yin (24, )

13.3. Funcional generatriz

Es algo que se usa todo el tiempo en QFT cuando se hacen calculos perturbativos. Es andlogo a la funcién de particién
en Mecédnica Estadistica.

La funcién generatriz nos da la “amplitud de persistencia en el vacio”, o por sus siglas en castellano nos da el APV.
Recordemos que antes cuando queriamos calcular

Ol ¢(z1) ... ¢ (xn) [0)

antes usdbamos el teorema de Wick. Ahora usaremos la funcional generatriz.
Supongamos que arrancamos en el estado |0) en el tiempo menos infinito, es decir

‘O’ 7OO>

Luego prendemos una fuente externa (o sea forzamos al sistema de alguna manera) y esperamos a que evolucione. Al final
apagamos la fuente y queremos ver qué onda si seguimos en el vacio o si nos fuimos, es decir

Z[J] = <0,OO|0,—OO>J

donde J es la fuente. El lagrangiano es
L=L~+hJ(t)q(t)

La idea es encontrar la Z en teoria cudntica no relativista y a continuacién generalizarla a campos.
Supongamos que queremos calcular

(Q.T'Q,T), = N/gqe%f? dt (L+Jq)

(no tengo idea qué es lo anterior). Lo anterior es por definicién de integral de camino. Parece que Q' y @ son autovalores de
algin operador @, pero ni idea la verdad. La idea ahora serd ir al limite en que T' — co — i y entonces queremos calcular
el estado fundamental en esta nueva situacién. Entonces (777?)

<Q’,T’|Q,T>J:/dq’dq (Q.T'¢.)(d\¥|a,t), (0,4 QT)
donde (Q',T'|¢',1") son autoestados de H =", |n) (n|. Entonces

@)=Y 6n (Q) 5, (¢) eFEm(=T)

<Ql| e~ HHT L HY

(0.1 QT) =" ém (q) 5, (Q) e Pm=T)
entonces

(@.7Q.T), = / dg'dq Yy 6n (@) 67 (Q) e P06, (@) 61 (¢) e 75T (¢ 0,1),

Ahora vamos a aplicar el limite del tiempo complejo infinito: 7" — oo (1 —id) y T'— —oo (1 —i6) (es lo mismo que hacer
una continuacién analitica a tiempo complejo). Lo que podemos ver es que todos los n # 0 van a decaer pues van a dar coas
del estilo de e~ #EnltIsind (22) Fs lo mismo que hicimos en el teorema de Wick.
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13.3 Funcional generatriz 13 INTEGRALES DE CAMINO

Entonces
— /
2 = NT’ Talig 1+448) (@.T'@, T>

donde <Q’, T" Q, T>J es la integral de antes. Entonces

oo

— 00

donde el término %qu se ahade para que converja la integral.
Una cosa importante es que

A
{f}j}J =000l T (g(t) - q ()]0, ~o0)

donde J™ esel J (t1),J (t2),...,J (t,). Lo anterior significa que si queremos la funcién de dos puntos simplemente derivamos
dos veces a la Z y listo. Parece que

{ 62 | = 52 17) |
oJm J=0 o0J (tl)(SJ (t2)(5] (tn) J=0
Ejemplo Supongamos que tenemos un funcional

Ff (2)]

Entonces, si queremos variar a F (z) con respecto a f (y) esto es

OF (2) _ (o Flf (@) +ed(z—y)] - FIf ()]
6f (y) =0 £

(S;S(y)/A(x)F(x) = /A —6a:— )
— AW {‘;J

Ejemplo: oscilador arménico forzado Supongamos un oscilador arménico de tedrica 2. Los valores de energia son fiw (n + %)

L o9 Ligog 1 o
—_ %_7 —
20.)(] 2wq +25q

(esto creo que es el término que se agrega para que la integral converja).

E = h(w? —ic) (n+;)

Ahora vamos a calcular la funcional Z para un oscilador arménico forzado. Es decir que queremos hacer

[J]
o .9 2
N/.@qexp z/ dt<q2—(w2w)q2+,]q>

— 00

(0000, —00) ;=

Ahora hacemos un cambio de variables
q(t) = qo(t) +q(t)

tal que go (t) satisface que
Go + (w® —ig) qo = J
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13.3 Funcional generatriz 13 INTEGRALES DE CAMINO

es decir que qq (t) satisface la solucion clasica. Entonces s

® . 2
Z[J]:N/@qexp(i/f[d)em z/ dt <Jqo—q°2q°—w . Z€q0>

(hemos tirado los términos cruzados pues satisfacen la ecuacién de movimiento y se anulan). El lagrangiano es

o+q,. .. w:—ie
z = - (QO+Q)_T(Q(2)+Q2+2QOQ)+JQ+JQO
1, . L o wl—ie w? —ie .
= =5 (@06 + qod + qdo + 9d) = —5—a0 — —5— " — (v —i€) qog +.Jg5 + Jq

. 2 . 2
- —@—(wQ—is)%—%—(wQ—ie)%o+Jq

.. . qo ..
= —aoldo +w*=iE) qo] + Jq — i

donde los términos que se cancelan es por la eleccién de que qq satisface la solucion clasica. No tengo idea qué estd haciendo
ahora:

. . 2 . . 2
Jqof@f(wzfis)qgf%f(waie)%f% = f[q]*q;fq+ JQO*%*(W2*Z‘5)%}

= Zlq] - % + borr6 el pizarrén

Lo importante es que queda un lagrangiano que sélo depende de q.

ﬂﬂzN&pi/ﬁig%@

donde N’ contiene todo lo que NO depende de J (creo que N' = N [ P exp (i [ £ [q])). Ya terminamos... Ahora podemos
calcular todo lo que queramos del oscilador arménico... Vamos a calcular la funcién de Green G (t - t’) tal que

d2
entonces

qo (t) = —/ dt' Gp (t—1t") J (t')

Z1J] = exp (—2 / didt’ J(t) G (t—1')J (t’))

Ahora podemos calcular el propagador de Feynman:

[&J(tf;i](tz)J TG

d? .
(dt2 +w215) Gp = —6p(t—1t)
_ —/Eeﬂ'E(t*t,)

21

dE _ip(t—') A
/%{E(h%w)

= (—E*+w? —ic) Gp (B) = -1

dE e—iEt
!
Gr (t=1) :/§E2+w2—zs

% [e_i‘*’t@H (t) + ei‘"t@H (—t)]
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13.4. Rotacion de Wick (tiempo euclideo)

Consiste en pasar a tiempo euclideo. Consiste en reemplazar

t— —iT
En este caso el oscilador armonico es
o0
(12
= /:@qexp — / dr [2 + w?q® + Jq}
— 00

y entonces

. 82z
iGr (0 —t) - LSJ (t1)5J(t2)J J=0
= (0T (q(t1) ¢ (t2))[0)

Lo complicado después es cémo volver del tiempo euclideo al tiempo posta.
El tiempo euclideo hace que la Z [J] converja sin tener que agregar el ie en la frecuencia.
El libro de Ramond labura casi todo en tiempo euclideo.

13.5. Algo

Supongamos que queremos calcular

OT(q(t1) .- q(t2n))[0) =

" 627LZ0 [J] J
(6 (t1)) - - (6] (t2n)) |

donde Z; indica que el campo interactiia con la cosa externa .J pero no con si mismo, es decir que no tenemos términos
mayores que ¢2 en el lagrangiano.

N R OB ol R e

it <t (4] 0 wswere-n10)

_ —/dtGp(t—z)J(t)Zo(O)

~—

14. Integrales de camino en QFT

Las clases pasadas vimos las integrales de camino en cuantica no relativista. Lo que vamos a hacer es
q(t) = o (x,1)

de modo tal que
ty

(artrlaiti) — (o5 (z,1)] @i (m,t)>=/9¢exp i/dtdg;r,.f

t;

La integral [ 2, es una suma sobre todas las posibles configuraciones de campo. Es una integral funcional pues integra sobre
funciones ¢ (z).
De la misma manera podemos generalizar

Z[j] = (0,00]|0,—00)

/% exp</d4 [ +J¢+i§¢2]>

donde el % se usa para “seleccionar el vacio”.
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14.1 Funcional generatriz libre 14 INTEGRALES DE CAMINO EN QFT

14.1. Funcional generatriz libre

Ahora queremos calcular Zy [j] que es el “funcional generatriz libre” cuando no hay interacciones en ..

En este caso tenemos que

14.1.1. Funcional generatriz libre del campo escalar real
+70])

= /@¢ exp (z/ d*z [;8,‘(;58’%— mn

Recordar que, al igual que para el oscilador armoénico no relativista, le sumamos el término L para que converja pero NO
significa que la masa es imaginaria. Entonces calculamos

/d4x8 PO+ = / [p0" ] — P | dx

y entonces
/ [ Hd)@“(b— ¢ +J¢} / T qu(m%rm?—ig)(b—m

Lo bueno de esto es que el operador (D2 +m? — ie) es el inverso del propagador. Acd ya vemos que esto estd bien pues si
derivamos respecto de J y evaluamos en J =0 ya nos queda el propagador de Feynman.
Para calcular la integral f d*z [ 10) (D2 m? — 25) o—J ¢] vamos a hacer el mismo truco de la otra vez:

q—qo(t)+q(t)

donde ¢q era la solucién clédsica y ¢ una perturbacién alrededor de ésta. Ahora haremos lo mismo: aplicamos el cambio de
variables

¢ (x) = ¢ (z) + do (2)
Entonces 1
[ ol s ot [ o (0 4 = i) o0+ 3o (0F 4 m? —ie) 0 =

Ahora elegimos ¢q tal que
(D2 m? — zs) ¢ =

es decir que ¢q satisface la ecuacion clasica de movimiento. Entonces

(/ Dy exp (z/ d'x %(é (0% 4+ m? — ie] (b)) exp (;/ d'z J¢0)

= Nexp (;/ d*z Jgi)o)
al igual que en cuéntica.

Ahora, si Ap es la funcién de Green que satisface

Zy [J]

(O +m? —ic) Ap (z) = =67 (2)

entonces

¢o<m>=—/d4yAF<x—y>J<y>

y esto nos permite expresar a la funcional generatriz libre como

i =New (-5 [ ¢ [ays@are-nIm)

“.. v esto es la formula méas importante que podemos escribir para el campo escalar libre...”. Para hallar la constante de
normalizacién N se usa el hecho de que

de donde se obtiene
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14.1 Funcional generatriz libre 14 INTEGRALES DE CAMINO EN QFT

Funcién de n puntos Supongamos ahora que estamos interesados en la funcién de n puntos del campo escalar libre. Esto
va lo habfamos hecho con el teorema de Wick en su momento. Esto es

G = (21,...,20) Z (0| T (¢ (21) ... ¢ (20)) |0)

Supongamos en particular el n = 4. En este caso

4
D (21,22, 73, 74) = [ 5 Zy [J] J
J=0

Entonces hacemos la siguiente cuenta
102y [J] i
TeT@) /AF(fc y)J (y) dy eXP( 2/JAFJ)

Ahora tenemos que volver a derivar. Estd comentando en el aire la cuenta, y marcando todos los términos que se anulan
cuando evaluamos en J = 0. Entonces (?)

1

5420 ] - y .
T T G BTy~ AP A [ an i) (e - ) AL
1

s — Ap (z2 — 23) Ap (1 — x4) ﬁ%+ términos que se anulan

Ahora podemos representar lo anterior en formato de diagramas:

AF(X2 - Xl)AF(xs - Xl)

AF(Xl 'Xz)AF(Xz ’X4) Q/ \\% (— AF(XZ »x3)AF(x1 - X4)

3
k’ﬂ-%wjf-ﬂ >
—= Lo 9 & el

No hay vértices pues es una teoria sin interacciones.

14.1.2. Funcional generatriz del campo escalar real con interacciones

Veamos lo mismo que en el titulo previo pero incluyendo las interacciones. Consideremos un ejemplo conocido

2 A
L = 0,00"6 — 9" = Lo

= 30 +Znt

La idea es la misma que antes (VAMOS A COLOCAR EL ie IMPLICITO PARA NO ARRASTRARLO TODO El TIEMPO,
Y TAMBIEN A LA NORMALIZACION N)
/@¢exp (i5+i/ d'z J¢>

_ /@¢ 0150 i [ Line i d'z Jo

Z[J]

Ahora miraremos el siguiente término
1 0
i 6J (2)

Entonces “cada vez que vario respecto de J a la exponencial, me aparece ¢ por la exponencial”. Esto quiere decir que

(eif die J(z)¢(m)) —¢(2) et d*e J(x)¢(x)

- 10 S
F if d*z J(z)é(x) - FlZ= i [ d*z J(z)p(x)
9] ¢ iog|©

Entonces

exp (zf d*z L (% M‘zx))) Zo [J]
(fdem en J = 0)

ZJ] =
(recordar que Zo [J] = Nexp (=% [ d*z [ d*y J(z) Ar (z —y)J (y))).
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14.1 Funcional generatriz libre 14 INTEGRALES DE CAMINO EN QFT

Calculo explicito para teoria \¢* Vamos a calcular la funcién de dos puntos G2 (21, 22) para la teorfa con interacciones
Aot

ZJ]=N 1—%/#2 CM‘S(Z)Y +0(N?)| exp (—;/d‘*x /d4y J(;U)Ap(x—y)J(y)>

Ahora tenemos que hacer variaciones

1 6 )
i 6J (x1) 0 (xQ)Z 7]

bt b2 e (v,

1 6 1 6§ 1 &
N H’AF (o1 =22) = / 'z i 60 (21) 1 0 (w2) 1% 574 (z)] ZOJ o

donde me parece que el N no irfa ya que estd dentro del Zj, pero no estoy seguro. Quiza el Z; tiene su propio N metido
adentro. Ahora vamos a calcular cada una de las derivadas:

1 6 1 6 )
5T T i(SJ(z)eXp(_Q/JAFJ>

= —/d4y Ap (2 —y)J (y)exp (_;/JAFJ)

G(2) (1‘1, .TQ)

1 62

2
- v — —%fJAFJ _ 4 _ —%fJAFJ
=B 0 (- [ sre-niw) .

la siguiente derivada es
L% iar) —/d4yA (z—y) J(y)) e /7807 ¢
B6J3(z)° r r
3 .
|- [y arGenae)] e s

o2 ( [ty Arte =0T 0)) (Cibr 0) et
y por tltimo
,—1457420 = (iAp(0)2e 5/ 7277 L AR (0) (—/d4y Ap (Z_y)J(y)>2€—§fJAFJ_~_.“
A5J1(2)
o </d4y AF(Zy)J(y)>4e“JAFJ+3</ d'y Ap(zy)J(y)>2€“JA”+..,

R O) i O)e 2 ([t Ar e S ) b0

Ahora falta tomar las otras dos variaciones % 3 J(‘Swl) %%, lo cual es un reverendo bajén. El resultado es

B = ((le) 1= ((5@) S =% [J]J — (iDp (0)2 AR (21 — 22) + 205 (0)idp (21 — 2) il (2 — w2) + ...

J=0
<o+ 2iAp (0) 2iAFp (21 — 2) iAF (2 — x2)
= 3(iAp (0)%iAp (1 — 22) + 12iAF (0)iAp (21 — 2) iAp (2 — 2)

Ahora podemos expresar esto en formato de diagramas de Feynman como

\08 RESUELTGS
@ALF 80 201808081850 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

14.1 Funcional generatriz libre 14 INTEGRALES DE CAMINO EN QFT

12iA,, @iA(x, -2)iA(z-x,)

\
.S
684)%2) ﬁéx——g + AL ’T’%

|

Vg2l O

Para ver como calcular la constante de normalizacién N es

1
N = i 1 84
{ *L ix 6J4(z):| Zo J—0

por lo tanto

Pareciera que la primera contribucién importante viene dada por el término 1 — z (rulito) — 2. Este término es

7zp T1—2) d4q efiq(zfxz)
0) [ A —22) Ap (z—mp) d*2 = / d'z / /
) / F (21— 22) Ap (2 — 22) d'2 tp2—m? +ie | (2m)* ¢ —m? +ie

A (0) / - e—zp(an x2) 4
d'pdlq ——————5h (-
(2m)* PO —m? ey bp=d)

d4p e~ p(z1—22)
— AR (O /
ARl AT

art) = [ S

271')2 k2 —m?2 + ie

Resumen hasta ahora

Hoy es una nueva clase y estamos viendo un resumen de lo que hemos hecho las tltimas clases. Vimos que para el campo
escalar con una interaccién

&L =2+ Lint
y encontramos que para Zint = —%qﬁ‘l encontrdbamos que
2] = [ Dy exp (lS+lf dx J¢)
f @¢ etS

y que la funcién de Green se obtenia segin
G- oz
8J...6J
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14 INTEGRALES DE CAMINO EN QFT

También habiamos visto que el denominador de Z [J] se encarga de cancelar los términos que contienen burbujas (diagramas

no conexos en general?).

Masa renormalizada del campo escalar Hoy vamos a ver cémo es que el término

Dy

Ag(%\
P,

—

da origen a la masa renormalizada. Este término es

—®

e~ wp(z1—-2) e—ta(z—z2)

sar [ o [ [ o

4p2 —m2 +icq? —m2 +ic

efiparl 62’(112 eiz (p—q)

%AF (0)/ d4z/ (j:‘*/ (j;;]‘*

(p? —m? +ie) (¢ — m? + ie)

e—ipmleiq125D (p _ q)

A d'p 4
zAF(O)/W/dq (0% —m? +ie) (¢ — m? + ie)

e~ p(z1—T2)

= al diagrama con el loop

A d*p
§AF (0) / (

2m)*t (p2 — m2 + ie)

donde “el diagrama con el loop” es

2

e—tp(z1—22)

) d4p efip(mlfwg) A d4p
G(Q) ($17x2) = Z/ 1 3 2 — — §AF (0)/ 1 2 2 )
(2m)* p* —m*= +ie (2m)" (p? —m? +ie)

z2)

i3AF (0)

- 5 / atp S
(2m) P2 —m?+ie

p2 —m?2 +ic

Ahora podriamos reemplazar Ap (0) por su expresién y seguir calculando. Pero no haremos eso sino que lo que haremos es
usar el hecho de que A es un pardmetro muy chico. Y considerando que

1
1+

8o

de donde despejamos
1

1—

~
~

8o

P
'LiAF

)
~1— — para d <1
x

1+

8>

+ie

-1
LA (380
p? —m? +ie p? —m? +ie
y esto lo reemplazamos en la cuenta
i —ip(w1—x2) 1
G® S
(a1, 22) ent) PP omiyie] 3800
p2—m2+ie

e~ wp(z1—z2)

— ¢ / d4
ent) TP mE—i2Ap(0) +ie
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14.2 Funcional generatriz libre del campo de Dirac 14 INTEGRALES DE CAMINO EN QFT

Obsérvese que esto es casi igual al propagador de Feynman salvo con un término adicional en el denominador. Entonces
podemos hacer esta integral, pero teniendo el recaudo que los polos ahora estdn en otro lugar que es

A e €
m? + Sip (0) % m? 4 82, S i,

Obsérvese que la masa fisica solo coincide con la masa que uno puso en el lagrangiano cuando no hay interacciones. A la
masa del lagrangiano m se la conoce como la “masa desnuda” y ésta “se viste” con las interacciones dando lugar a la masa
fisica.

Renormalizacion Consiste en redefinir a los parametros, como por ejemplo la masa desnuda y la masa fisica, de modo tal
que las integrales dejen de ser infinitas.

Regularizacion Consiste en hacer trucos para que las integrales que daban infinito dejen de dar infinito, pero sin redefinir
pardmetros. Un ejemplo de regularizacion es el cdlculo de la energia del efecto Casimir que hicimos en las primeras clases.

Funcional generatriz para diagramas conexos Hasta ahora vimos que

N S
P — &+ \-\-><+

~;>< +><><*

Y TS
_3‘- » o o
y los diagramas que no estdn conectados se terminan cancelando todos con la constante de normalizacién. Existe una
funcional generatriz Z modificada tal que s6lo nos da los términos de interés, y los demds no. La llamaremos W [J] tal que

1 oW [J]
G nex 3oy =
Coea(l’l -rn) in ’Véj(xl)aj(irn)JJ_o
Para la teoria libre tenemos que
Wo [J] iln Zy

/]
_%/d‘lx /d4y J(z)Ar (z —y) J (y)

y entonces

(W [J]=ilmZ[]]]

“no es que yo valla a calcular nada con esto, pero se los doy porque es importante cuando uno quiere calcular scattering sin
tener todos los términos adicionales”.

52w
0J (x1)0J (x2)
i 6Z  6Z i 527
226J (21) 6J (x3)  Z0J (21)6J (x2)

ZG(Q) (1‘1, 3;‘2)

por lo tanto vemos que es una resta de dos términos y CREO que esto es lo que cancela todos los términos no conexos.

14.2. Funcional generatriz libre del campo de Dirac

La idea es hacer lo mismo que para el campo escalar pero con las reglas de anticonmutacion. Para hacer la anticonmutacién
(creo) hay que usar el dlgebra de Grassmann.
Los espinores de Dirac ¢ y ¥ son variables de Grassmann independientes.
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14.2 Funcional generatriz libre del campo de Dirac 14 INTEGRALES DE CAMINO EN QFT

Consideremos los “ntimeros generadores” ¢; que satisfacen las siguientes reglas
{ei, cj} =0

que es equivalente a decir que ¢? = 0.
Consideremos ademas una funcién cualquiera

f(c)
que es funcién de uno de estos elementos generadores. Se puede mostrar que cualquier funcién f (c) se puede expre-
sar como
fle)=a+be

donde a y b son elementos que conmutan o anticonmutan (?).
Se define ademas la derivada left y right segiin

6L
e (c1c2) = d5102 — dincy

aR
—— (c1c2) = diger — d5100

8Ci
0
{acz-’c’} =0

d
laef =1

o 0 9\’ . : _—
,=— =0 = =0 = # inversa de la diferenciacién
8ci c’?cj 802'
es decir que no existe la integral, no?. Para probar esto consideremos
df

b = /dcf(c):b

df dd d
% = E% + % (bC)
dc

=] —b—
dc

= —b

/dcf(c) = /dca+/dcbc
= a%o—b/dcc

= =b

daf
de f(c)=—
[acre=5
por lo tanto no existe la integral.
Supongamos ahora dos variables de Grassmann independientes 1 y 7. Entonces se satisface que

/dn:/dﬁ:O

2 =m2=0

/dnn:/dﬁﬁ:ﬂ
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14.3 Funcional generatriz libre del campo de Maxwell 14 INTEGRALES DE CAMINO EN QFT

Usando todo lo anterior parece que

e =1-1m
//MMeW=/@m—/@mw
ﬂ=/lmwﬁn
n=>Mao
7= Na

donde M y N son matrices, « no tengo idea qué son.

Ahora la funcional generatriz es
Zmﬂ=/%/%wmc/fﬂf+w+wﬂ

donde .Z = % + Zint- Entonces {z/;,@, n,ﬁ} son todas variables de Grassmann independientes.
Entonces si queremos calcular la funcional generatriz de la teoria libre ésta es

zolnl = [ 25 [ 90 exo (i [ e [ 8= m) v 70+ )

Y — P+ o

Ahora el cambio de variables que habra que hacer es { iy wf Al hacer este cambio lo que lograremos es que la Zj se
— Y+ Yo

puede escribir, igual que para ¢, como una parte que depende de 77 y otra que no. O algo asi. Al hacer el cambio de variables
se obtiene

/&xw@aﬂmw+w%@ﬂ:/@%Lq+@am_mww@@aﬂww

1y + 9o (i — m) 1o + TMbo + Pon

Ahora elegimos 1y tal que (i — m) ¥y = —n por lo que también se cumple que o (—i — m) = —7

Zo [n,m] = (un simbolo que no entiendo) x /%/Qwei Jdte $(if—m)w et d'z o

Si
¢3wr:—/d%smﬂz—wmﬂw

Za o] — o1 € 1 2 W@ Sr s
827
on (x) on (x)
_ 4 / d4p we*ip<mfy>
(2r)* p? —m? +ie

14.3. Funcional generatriz libre del campo de Maxwell

Si no lo llegdramos a ver, queda como tema que se puede elegir para dar el final de la materia. Si estas leyendo esto,
significa que ocurrié lo de la oracién previa.
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