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1. Final del 16/03/2010

Consigna
Ejercicio 1

Sea C una curva simple, abierta y suave orientada por la parametrizacién regular o : [0,1] — R?, con ¢(0) = (0,1,0) y
o(1) = (m,2,0). Calcular
/ F-db
c

siendo 2
sinz + -
F= %COS(?TQ) +y
52— (24 1)¢?
Ejercicio 2

Enunciar y demostrar el teorema de Gauss o de la divergencia para una region elemental en R3.

Ejercicio 3

» Sea I C R un intervalo abierto, a;; : I — R continuas y &/ (t) = a;;(t) € R**2. Sean ¥ y @2 dos soluciones del sistema
lineal homogéneo
¥ =T

Sea 7 € I cualquiera. Probar que #; y Z5 son linealmente independientes como funciones de ¢t en I <= los vectores Z1(7)
y @o(7) son linealmente independientes en R2.

= Encontrar la solucién general y esbozar el diagrama de fases correspondiente cuando

a0=5
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Resolucion
Ejercicio 1

Claramente F es un campo conservativo y entonces 3f tq F=vV f de forma que

/ﬁ.d“z = f(o(1)) - f(o(0)
C

Para probar que F' es conservativo se le puede calcular el rotor y confirmar que es nulo, pero me da mucha fiaca, asi que voy a
ir de una a buscar a f. A ojo propongo

2,2

Tz +1 ( )+ .
1 2cos71'y y— ze

f=—cosz+

y resulta que funciona v'. Listo, ahora es hacer la cuentita.

Ejercicio 2
Ya lo hice en el final del 24/02/2012.

Ejercicio 3
Primera parte

Para la primera parte me baso en lo que dice el apunte oficial del Departamento de Matemaética, en particular en la proposicién
3.1 del apunte de ODE.

Supongamos que {7 (t), ..., Z,(t)} son soluciones de # = .o/ (t)Z. Supongamos ademas que §(t) = c1Z1(t) + - - -+ cp@n(t) = 0
es la funcién cero. Si asumimos que {Z1(7),...,Z,(7)} son linealmente independientes, entonces necesariamente ¢; = 0 ya que
al evaluar ¢(7) obtenemos

Y1) =@ (1) + -+ cp@n(1) =0 <= ¢;=0

De esta forma hemos probado que si {Z1(7),...,%,(7)} son linealmente independientes como vectores = {Z1(t),...,Z,(t)} son
linealmente independientes como funciones.
Ahora probamos la otra direccién. Para ello asumamos que {Z1(t),...,Z,(¢)} son linealmente independientes como funciones.

Sea §(t) = c11(t) + - - - + cuZn(t) una solucién de & = o7 (t)Z con dato inicial §(7) = 0. Por el teorema de unicidad de solucién
entonces § = 0 por lo que

—

J(t) = a1 Zr(t) 4+ + caZn()VEET <= ¢; =0

lo cual implica que c1Z1(7)+- - -+ ¢n@n(7) =0 <= ¢; = 0. De esta forma se ha probado que si {Z1 (), ..., Z,(t)} son linealmente
independientes como funciones ={&1(7),...,Z,(7)} son linealmente independientes como vectores.

Para concluir, uniendo las dos demostraciones se obtiene que {Z1(7), ..., Z,(7)} son linealmente independientes como vectores
< {#1(¢),...,Zn(t)} son linealmente independientes como funciones.

Segunda parte

] proponemos como solucién #(t) = £e. Si se introduce esto

. - 1
Para resolver el sistema homogéneo ¥’ = &/ T con & = [_ 40

en la ecuacién se obtiene

¥ = AT
E)\@At _ ,SZ{ECAt
A = A€

Por lo tanto A es un autovalor de &7 y E su autovector asociado. Los autovalores de 7 se obtienen segin

-2 1
det (& —A\F) = det{_4 _/\}

= AN +4
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A =21
=
Ay = —21

Para hallar los autoespacios asociados a cada autovalor hacemos

S,\zzi = Nu(JZf—)\f)

2i 1

Finalmente todas las soluciones del problema son

. L1 o [—1
Frotal = c1€2 [21} + cpe™ 2 [22}

Sin embargo, como en esta materia ain no vimos nimeros complejos, nos quedaremos solamente con las soluciones reales. Es

decir que nos interesaran

z

Re (ftotal)

4|1 ot [—1
Re <cle2” [22} + coe” 2 21])

o | 1 v |
e (<[] ) eame (e ]

cos 2t + isin 2t | — cos 2t 4+ isin 2t
cRte ([22 cos 2t — 2sin 21, ) +eslte ({

cos 2t n —cos 2t
Ul _9sin2t| 7| —2sin2t

@

21 cos 2t — 2sin 2t

El diagrama de fases son elipses con el semieje en y dos veces mas grande que en x y segin ¢ y co creo que giran hacia un lado
o hacia el otro. No se, no me termina de convencer igual, creo que hice algo mal. Espero que no me tomen uno igual a este.
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2. Final del 10/11/2010

Consigna

Ejercicio 1

Sea S una superficie suave y T : D € R? — R? una parametrizacién regular de S. Sea T : D € R? — R una reparametrizacién
de T. Sea f : S — R una funcién continua. Demostrar que el célculo de [g fds da el mismo resultado cuando se utiliza la
parametrizaciéon T o la parametrizacién T

Ejercicio 2
= Demostrar que si F:R3 5 R3 , un campo de clase C' en todo R? tal que rot (ﬁ ) = 0 en R3, entonces existe una funcién
f:R3 = R de clase C? tal que F= grad (f) en R3.

= Dado F(z,y,2) = (962_7_&2, rEawrl O) , verificar que rot (F_") = 0 en el subconjunto © C R? definido como Q = {(z,y, 2) € R3 tq (z,1
;Es cierto que F = grad (f) en Q para alguna funcién f € C2(€2)?

Ejercicio 3
= Probar que la solucion general de la ecuacion
y' +ay +by = f(2)
con a y b constantes tiene la forma
y(@) = yn(z) + yp(2)

donde y, es una solucién particular y y, es la solucién general de la ecuacién homogénea asociada.

= Determinar la solucién general de la ecuacion
V' -2 ty=2
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Resolucion
Ejercicio 1

Dado que

//fals://f(T(xl,acg))HTzl X Ty, || dzq dxo T(x1,22): X = S
S X

lo que se quiere probar es que no importa cudl sea T, siempre y cuando sea regular. Para ello definimos una reparametrizacion
segin

T(y1,y2) = T(G(y1,y2))

donde G : Y — X con X, Y C R. La funcién G es, en su dominio de definicién, una funcién biyectiva de clase C' Ly con det DG # 0
para todo (y1,y2) € Y. Dado que T es una reparametrizacion, si T es regular entonces T' también es regular. Si utilizamos esta
segunda parametrizacion regular entonces la integral se escribe

//fds—//f (1, 92)) || Tyy x Ty || dys dys

Como T'(y1,y2) = (T o G) (y1,y2) entonces sabemos que

=
/ fds = // F (T 2) [T Tyl | i e
S Y

J] 1 @) || TSt % o
Y

x T, |

TleG(yl,yz) X TIZJ G(y1,y2) ‘ ‘ det DG (y1,92)

‘ ‘ Tle (1,92) (y1,y2)

por lo tanto

HdetDGJ

(y1,92) dyl dy2

// f (T (G(yl’ 92))) ‘ ‘ TIIJG(yl,Yﬁ) X TIQJG(ylyyz) ‘ ’ } det DGJ (y1,y2) dyl dy2
Y

Ahora se aplica el teorema de cambio de variables en integrales dobles que dice

Teorema (cambio de variables en integrales). Sean A y B son abiertos de R™, sea el campo f: A CR"™ — R y sea G una
biyeccién clase C! definida G : B — A. Entonces

A/f:!(foG)|detDG|

donde DG es el diferencial de G (matriz jacobiana).

Para aplicar el teorema vamos desde B hacia A, es decir que Y = B y X = A en el teorema. Es evidente entonces que

//fds = //f (T( y1,y2 HTM G(y1,y2) X Tz?JG(yl y2) ‘ ’ det DGJ (y1,y2) dyz dys
s i
aplico teorema — = //f (T(x1,22)) HTMJ(:rl,m) X Ty (o1 9 ‘ dxy dxs v

Listo, se ha probado que es lo mismo utilizar una u otra parametrizacién (regulares ambas).

Ejercicio 2
Primera parte

Voy a seguir el camino del Marsden Tromba. Tenemos el teorema que dice:
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Teorema  Sea F un campo vectorial C'* definido en R? excepto, quizas, en un niimero finito de puntos. Las siguientes condiciones
sobre F' son equivalentes
(i) Para cualquier curva cerrada simple orientada C, [, F - ds = 0.

(ii) Para cualesquiera dos curvas cerradas simples orientadas C; y Cy que tengan los mismos extremos

(iii) Fesel gradiente de alguna funcién f, y si F tiene un punto donde no estéd definida, entonces tampoco lo estara
f ahi.

(iv) rot (ﬁ) =0.
Para la demostracién del teorema (y del ejercicio) se puede proceder con una demostracion ciclica, es decir (i)=-(ii)=(iil)=(iv)=(i).

Entonces cualquiera de las condiciones que se cumplan, implica las demas.
Asumamos que (i) es verdadera y veamos que también se cumple (ii). Supongamos la curva cerrada y simple C tal que

/ﬁ-d?zo
C

Ahora supongamos que C' = C7; U Cs con C; y Cs dos curvas abiertas y simples tales que las recorremos con la orientacion que
les induce C'. Entonces

Esto implica que

Si ahora invertimos el sentido de una de las curvas, de modo tal que ambas empiecen en el mismo punto y terminen en otro
punto (el mismo para ambas) entonces cambiard el signo de una de las integrales y se obtendra

/ﬁ-d“e:/ﬁ-d“e

ot cy

donde Oy es la curva C) recorrida con la orientacién que le induce C'y C; es la curva Cy recorrida con la orientacion inversa.
Como C y C5 son dos curvas cualesquiera tales que C7 U C5 sea una curva cerrada simple, entonces se demuestra que f F-dl
es independiente del camino, por lo que

(i) = (ii) v
Ahora veamos que (ii) implica a (iii). Para ello consideremos una curva C' que une los puntos p, = (o, yo, 20) con p = (z,y, 2).
Definimos

f(z,y,2) d=ef/l3~dq

C

y, dado que [, c F - dl no depende de C' si no tnicamente de los puntos que ésta curva une, en particular se puede elegir C' como
fragmentos rectos y paralelos a los ejes como se muestra en la figura 1. De esta forma se puede expresar a f separando la integral
en tres partes

/

z

x Yy
- /Fl(tay07zo)dt+/FQ(xatazO)dt+/FS(xay7t)dt
Yo

Zo Z0
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Es inmediato que

0
87:]; = F3 (.13, Y, Z)
y permutando el orden en que se arma la curva se puede obtener de la misma forma
0 0
%ZFl(Iay7Z) %ZFQ(I,y,Z)

de modo que grad (f) = F. Esto demuestra que

Figura 1: Trayectoria que une los dos puntos (tomado de Marsden Tromba).

El siguiente paso, es decir (iii)=(iv) es cuasi trivial. No es més que plantear que rot (grad (f)) = 0 y como f € C? esto es
una identidad por la igualdad de las derivadas cruzadas. Por lo tanto

(iii) = (iv) |v
Para concluir necesitamos probar que (iv) implica a (i), es decir que rot (ﬁ ) =0= Sﬁcﬁ -dl = 0. Esto es directo si se

%ﬁﬂ:/m%ﬂwﬁ

ct S+

considera el teorema de Stokes que dice que

donde C* y ST son la curva y la superficie cuyo contorno es la curva recorridas con el sentido correcto que pide el teorema. Es

directo que si rot (F ) = 0 entonces toda la integral se anula y
(iv) = (1) v
Listo. Si se parte de (iv) se puede llegar a (iii), que es lo que pide la consigna.

Segunda parte

El rotor del campo es
O0Fy OF3

on 9w
ot (F) = |92 -2
OF,  OF,

6332 87.’131
por lo que si F(z,y, z) = (ﬁ, ﬁ,()) entonces
OF; OF;
ors 0z 0
3 .
1,2
oF; . i€{1,2,3}
axi B
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0F, 0F,
g1 Oz
B 1 xz(—1)2z
S (@)
1 —272

+
AP @)

or _ on
0xo dy

-1 242

2 5 T ? 2
T @)

Las dos primeras componentes de rot (ﬁ) son nulas a simple vista ya que son de la forma “0 — 0”. La tercera componente es

8F1 6F2 6F1 (9F2

vy 0wy dy  Ox

-1 292 1 —222
= a2 s (2271 2
PP @ \FEF @)
-2 2 9 9
= + ta
m2 + y2 ($2 + y2)2 (y )
= 0 v
A pesar de que rot (ﬁ) = 0V (z,y) # (0,0)Af tq grad (f) = F porque Q) # R3 — {po,...,pn} con N < oo (teorema de la clase

tedrica).

Ejercicio 3
Primera parte

Por lo visto en clase sabemos que hay una biyecciéon entre las ecuaciones lineales de orden dos y los sistemas lineales de
dimensién dos de primer orden, es decir

y' +ay +by=fla)«—§ =AG+f

e e e B A ]

Esto nos dice que si y(z) es solucién de la ecuacién de segundo orden, entonces ¥ es solucién del sistema de primer orden por lo
que cualquier cosa que se prueba en un lado automaticamente tiene su reciproco en el otro lado.
Ahora nos basamos en lo que dice el apunte de ecuaciones diferenciales de la pdgina del departamento (teorema 3.3): sea 7,

donde

una solucién particular del sistema i = &/ + f y sea ¥ otra solucion. Sea ¢, = ¢ — ¥, entonces
Uh="1 U
Como ¥ es solucién del sistema entonces ¢’ = &/ + f, y lo mismo para ¢,. Entonces
I = 79
= G+~ (S5 + )
= (- gp)
= A
por lo tanto %, es una solucién del homogéneo asociado. Sea ahora #2 = ¥, + ¥. Con el mismo procedimiento se obtiene
Ty = Y+ n
= i+ [+ Ay
= @Gt d)+f
— Si+f

@ALF 10 201808082004 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

Finales 2 FINAL DEL 10/11/2010

por lo que &3 es solucién del sistema.
Dado que este teorema se cumple para todas las componentes de cada vector solucién, en particular lo hace para la primera
componente y esto es la prueba para la ecuacién lineal de orden 2.

Segunda parte

Sabemos que las solucién y es y(x) = yp(z) +ypn (). Determinamos primero y;, y luego y, mediante variacién de las constantes.
La funcion y;, es solucién de la ecuacion
Yn —2yp +yn =0

por lo tanto proponemos y, = e** y al introducirla en la ecuacién se obtiene
e ()\2 — 2+ 1) = (0 <= ) es raiz del polinomio
Las raices de dicho polinomio son \; =1y Ay = 1. En este caso sabemos que
yp(z) = c1e” + coxe®
Ahora realizamos el método de variacién de las constantes que nos dice que

Yp(z) = fi(x)e” + fa(w)ze®

T x d f 7 0
W e ,xe]dx{f;]f{x}

e[ ]

e + xe”

donde f1 y fo verifican

con

la matriz wronskiana. Resolvemos el sistema entonces

er re® 0 . e’ xe®|0
e e (x+1)|x 0 €%z
= fo(x) =ze " = fi(z) = —2%e™"

Integrando por partes se obtiene

fi(@) = —e7" (2% + 22+ 2)
fo(z) = = (z+1)

por lo que finalmente
Yp(z) = — (2 +22+2) —z(z+1)

La solucién general serd, como se dijo mas arriba, y = yn + yp.
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3. Final del 10/09/2014

Consigna
Ejercicio 1

Usar el teorema de Green para probar el Teorema de Gauss en R2.
Ejercicio 2

1. Demostrar que si F:R3 = R3 es un campo C! en todo R? tal que rot (13 ) =0 en todo R3, entonces existe una funcién

¢ :R3 = R que es C? tal que F = grad (¢).

2. Dado ﬁ(w, Y, z2) = (ﬁ;fyz’ %ﬂ/’“ 0) , verificar que rot (ﬁ) = 0 en el subconjunto  C R3 definido como Q = {(x, y,2) € R3 tq (1
;Es cierto que F = grad (f) en Q para alguna funcién f € C?(Q)?

Ejercicio 3
Dado el problema de valores iniciales
y'(t) =y
y(0) =0
a>0

(Para qué valores de « puede asegurarse que y(t) = 0 es la tnica solucién de este problema? (Para aquellos valores de « donde
esto no se cumpla, exhiba al menos alguna otra solucién).

Ejercicio 4

Para cada a € R sea el sistema de ecuaciones
x ! =3 al (m
xro - 2 1 To
Hallar todos los valores de « tales que toda solucién Z(t) = [i ( t)] cumpla
2

t—+oo
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Resolucion
Ejercicio 1
En mi curso no vimos el “teorema de Gauss en R?”. Supongo que serd el siguiente

Teorema  (Gauss en R2). Sea F : D C R? — R2 un campo C' con D una regién “linda”. Entonces

ygﬁ-ﬁdﬂz//div(ﬁ) ds
oD D

donde 7 es un versor normal a 0D y div (F") = gi + %.

Entonces, sea
= P(zx, y)}
F=
{Q(x, Y)

y sea o : [a,b] — 0D siendo o(t) = (z(t), y(t)) una parametrizacién regular de 9D con orientacién positiva. El campo de versores
normales a D lo podemos obtener segin

: L [t

A(t)

~ e’ @)] [t )

y, de la definicién de integral de un campo escalar sobre una curva tenemos que

dl = ||o’(t)]| dt

por lo que

Si escribimos a o(t) = (01(¢), 02(¢t)) = (x(¢),y(t)) entonces

= /P@—Qm

oD

De acd no se bien c6mo seguir... Saqué todo de aca: «http://fcm.ens.uabe.mx/~chelo/analisis %20vectorial /nucleos/capitulo!

Ejercicio 2
Ya lo hice en el final del dia 10/11,/2010.

Ejercicio 3

No tengo idea ni cémo encararlo... Preguntar
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Ejercicio 4

Dado que este sistema es homogéneo, las soluciones seran alguno de los siguientes casos

é?le)\lt _|_é?2€)\2t ) )
L. cuando &7 es diagonalizable
&1, & son los autovectores de of

A= (Gt (v d) e
51 es autovector

52 satisface (& — A\ .¥7) 52 = 51

cuando & no es diagonalizable

En el caso en que A1 y A2 sean complejos no importa, sirve igual (el primer caso) salvo que descartamos las soluciones complejas.

Es evidente entonces que
lim Z(t) =0 < Re(\),Re(X2) <0

t—+4o00

Por lo tanto buscamos los autovalores de la matriz

det(o/ —AF) = (=3=XN)(1—X\)—2a
= M+22-3-2a

cuyas raices son

—24 /4 —4(-3 - 2q)
2

16 + 8«
2

V82 + a
2

—1+V2V2

Sia<—2= A, ¢ Ry ademds Re (A1 2) = —1 < 0= se cumple lo que pide la consigna. Si &« > —2 debemos pedir que

V2V2+ o < 1 — despejar «

Al2
= -1+

= -1+

Listo.
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4. Final del 22/07/2013

Consigna
Ejercicio 1
Mostrar funciones P, @ : R? — {(1,2)} — R de clase C' que verifican P, = Q, pero que

95 P(a,y) do + Q(z, y) dy # 0

8!
donde 7(t) = (cost,sint) con t € [0, 27].
Ejercicio 2

Dadas f, g : R2 = R de clase C2, probar que para todo D C R? abierto y acotado

‘¢(ng—gi%nW“=/kag—gAf)¢mw

oD D
Ejercicio 3
Hallar la solucién general z(t) € R? del problema
' (t) = Q x z(t)
donde © € R? (x indica producto vectorial).
Ejercicio 4

Hallar los puntos estacionarios del sistema

y clasificarlos como estables o inestables.
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Resolucion
Ejercicio 1
Sea F : R — {(1,2)} — R? con F(z,y) = [gg’ Zﬂ y F € C' en todo su dominio. Entonces, por el teorema de Green,
/sz+Qdy: /ﬁ.dﬁg://(waPy) dzx dy
c+ c+ D

donde CT estd dada por la parametrizacién v(t) de la consigna y D es la regién interior (el circulo unitario). Esto es valido ya
que FecC'enD y en CT. Esto implica que si Q, = P, entonces fc+ Pdx + Qdy = 0, por lo que la respuesta del ejercicio
pareciera ser un conjunto vacio (o sea, no hay funciones que cumplan todo lo que se pide). Me parece que hay algtin error de
enunciado, como que el punto que se quita del dominio de F deberfa ser uno interior a la region encerrada por la curva v. En

dicho caso el teorema de Green no seria valido y si se podrian encontrar campos que cumplan con dichas condiciones. Preguntar

Ejercicio 3
w1
Si denotamos 2 = |ws | entonces
w3
4§ 2
QXf(t) = W1 Wo W3

X1 i) T3

W2T3 — W3T2
= W3l — Ww1T3
W1T2 — Wal1

lo que matricialmente se puede expresar segin

0 —Ws w2
Q) x f(t) = w3 0 —W1 r
—W?2 w1 0 ]
M

Por lo tanto el problema resulta ser un sistema lineal de primer orden a coeficientes constantes
7 (t) = AE(t)

Para resolverlo proponemos Z(t) = geAt y buscamos los autovalores y autovectores de .# . Entonces

-2 —Wws3 Wa
det (# —AI) = det| wg —A —wp
—W? w1 —-A

= X34 2uwwows — (wg)\—}—wg)\—ﬁ—wf)\)
= =X =X (0] +ws +w}) + 2wiwaws
?

Debe haber algin truco/propiedad que no conozco...

Encontré una propiedad que dice que
> i =tr ()

y en este caso tr (#) = 0. Ademads, dado que los coeficientes del polinomio son reales entonces dos autovalores serdn pares con-
jugados y uno serd real. Esto implica que, en el plano complejo, los tres autovalores apareceran contenidos en una circunferencia,
o dicho de otra forma | A1 | = | A2 | = | Az |-

La intuicién me dice que las trayectorias descriptas por una particula que cumple esta ecuacion diferencial son circunferencias
centradas en el origen y contenidas en el plano perpendicular a 2.
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Ejercicio 4

Los puntos de equilibrio (estacionarios) &; del sistema &/ = F () son aquellos puntos en que F (Z;) = 0. Planteamos entonces

F@) = [;ﬁjx_@)} o

El primer punto evidente es & = [0

0} . Para hallar otros puntos de equilibrio pedimos

por lo tanto

3
Puntos de equilibrio = { [8} , [%} }
2

Un punto de equilibrio sera inestable si las soluciones que pasan cerca de dicho punto se alejan cuando ¢ — co. Para analizar lo
que sucede en un entorno de un punto de equilibrio utilizamos el teorema de estabilidad lineal que dice que

Teorema  (estabilidad lineal). Si DF (i) tiene autovalores

1. Todos con parte real negativa: entonces Zy es un punto de equilibrio estable.

2. Todos con parte real positiva: entonces Zy es un punto de equilibrio inestable.

3. Existe uno con parte real positiva y otro con parte real negativa: entonces @y es inestable.
4

. Todos los autovalores tienen parte real nula: no sirve el teorema, no se puede decir nada.
Entonces

2o | T2 +2—y —x
DF(#) = [ Yy —2y—1+x]

Buscamos los autovalores en cada punto

det({g _01]>\f> = det [26)\ _10_>\]
= 2-N(-1-))=A\g={2-1}

Segun el teorema de estabilidad lineal, este es un punto de equilibrio inestable.
Para el otro punto tenemos

(3 )

por o que es un punto de equilibrio estable.

Il
/?
N W

|

>
N~
/?
N |

|
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5. Final del 24/02/2012

Consigna
Ejercicio 1

Enunciar y demostrar el Teorema de Gauss o de la divergencia.
Ejercicio 2

Sean Py, P, € R3. Probar que la integral curvilinea del campo

2xsiny + zeY
F(x,y,2) = |22 cosy + xze?

ze¥ + z

no depende de la curva simple suave de extremos Py y P; orientada de Py a P;.

Ejercicio 3

Sea ¢/ (t) una matriz de 2 x 2 a coeficientes continuos para ¢ perteneciendo a cierto intervalo I. Probar que el conjunto de

soluciones del sistema

¥ =7 Z(t) € R?
es un espacio vectorial de dimensién 2.
Ejercicio 4
Dado el sistema
2! = xe¥3
{y’ =2sinz+3—y

= Hallar todos los puntos de equilibrio del sistema y decir si son estables.

= Cerca de cada punto de equilibrio esbozar el diagrama de fases correspondiente.
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Resolucion
Ejercicio 1

Teorema  (de Gauss o de la divergencia). Sea F:Q C R3 — R3 un campo vectorial de clase C! con  una region elemental de

tipo IV. Entonces
//F ds-///dw d:rdydz

Vamos a demostrarlo segiin lo hace nuestro buen amigo Marsden & Tromba. Para ello descomponemos al campo F seguin
F=Pi+Qj+R2
de modo tal que la divergencia es, por definiciéon

i (F) = 204 2, 08

y la integral sobre el volumen se puede descomponer en la suma de tres integrales

/Q//div dv_//—d+//—d+//—dv

En cuanto a la integral sobre la superficie OS2, se puede aplicar una descomposiciéon similar

//ﬁ.dfs://P@-d@+//@g~d2+//R2.d2
N o0

[219] o0

/Px-nds—///—dv

o0

i}@@ﬁds:// %d
/Rz-nds-// —dv

o0

Si se logra probar que

entonces el teorema estard demostrado. Los sefiores Marsden y Tromba nos proponen probar la tercera igualdad y dicen que las
otras se prueban de forma andloga. Me parece razonable asi que continuaremos confiando en vuestra sabiduria.
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i
\}‘mer- e b By

/" regién del tipo ] /f" region del tipo 17 regién del tipo I11

e

la tapa y el fondo son el frente v la parte posterior  los [ades izguerdo v devecho
superficies = = [flz, v} son superficies = = fiz, =) som superiicies ¥ = [z, 2]

Corns FEE R COMD Tegiin CATTRD TEgiin

del tipo [ del tipo 11 del tipe 111
Figura 6.1.3 Cuatro posibles tipos de regiones en ¢l espacio.

Figura 2: Tipos de regiones, tomado del Marsden Tromba.

Dado que €2 es una regién de tipo IV, en particular de tipo I (ver figura 2) entonces existen dos funciones fi(z,y) v f2(z,y)
tales que su dominio D es una regién elemental del plano zy (D es la “sombra de €2 sobre el piso”) y entonces todos los puntos

de Q satisfacen
fi(z,y) <z < fa(z,y) (z,y) € D
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Entonces tenemos que

OR T R
///Edv:// / %dz dx dy
Q D \e=fi(z,y)

y debido al teorema fundamental del calculo

///%dv - //[R(l'vy,fz(l’,y)) — R(z,y, f1(z,y))] dzdy
Q D

En cuanto a la integral sobre la superficie 0f2, la podemos descomponer como

6

//R2~ﬁds://R2~ﬁds+//R2-ﬁds+Z//R2~ﬁds

a0 5 S, =3,

donde S7 y S2 son las tapas correspondientes a los graficos de fi(z,y) v fa(z,y) con (z,y) € D y las demds superficies son las
posibles paredes que puedan requerirse para unir a S; con S;. Como las paredes son verticales, esto quiere decir que 2-713 4,56 = 0
por lo que

N S1

Dado que S; estd dada por z = fi(z,y) entonces

ﬁ:

1 xr
2 2
Y)Y + (%) +1

A

n-zZ=

de forma que

d (5) + (%

D
— 4/ R(z,y, fi(z,y)) dz dy

//Rg.ﬁlds = //R(x,y,f(iﬂ,y))\/ o 21%)2+1\/(%f)2+(%§>2+1dA

De manera analoga para la cara superior con S se obtiene lo mismo pero sin el signo menos, es decir

8/2/R2~ﬁds—Z/R(w,y,fl(x,y))dxdy
///%—dev://ﬁgg.ﬁds
@ o0

De la misma forma se pueden probar las igualdades para P y para @), obteniendo asi la demostracién del teorema de Gauss.

por lo que es evidente entonces que
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Ejercicio 2
Supongo que si muestro que Fesun campo conservativo ya esta... Dado que F € C' en todo R3, entonces, usando el “teorema

de campos conservativos”, sabemos que si rot [ ') = 0 entonces
b

/ F.di= f(P) — f(P)

C

donde C es cualquier curva suave a trozos que une los puntos Py con P; (con la orientaciéon pedida en la consigna) y f: R3 — R
es una funcioén tal que grad (f) = F'. Calculamos entonces

_8F2 _ 8F3
R 0z 81:?
o (F) = |oh A
X 4
& _ (/?FQ
L Oy ox
_ zre¥ — xe¥
= ey — ey
2x cosy — 2x cosy
[0
= 0 v
10

Esto implica que F es un campo conservativo en R3 y que existe f tal que grad (f)= F v que fc F.dt= f(P1) — f(Py) por lo
que la integral no depende del camino.

Ejercicio 4

Dado el sistema & = F (Z(t)), los puntos de equilibrio del sistema seran todos aquellos Z, tales que F (#y) = 0. En este caso
I I
2sinx +3 —y
= |0 .
Igualando F' = ol 8¢ obtiene

. 0
= =
2sinz+3—y=0 "o [3}

el tnico punto critico del sistema. Ahora utilizamos el teorema de estabilidad lineal que plantea que existe una biyectividad, en

{xeySO <— =0

un entorno de Ty, entre las soluciones del sistema 7’ = F (Z) y el sistema ¢’ = DﬁJ _ y. El diferencial de Fes
Zo

e¥y=3  gev—3

DF = [2(30595 -1 } - DﬁJf_{g] - B —OJ

Esto implica que, en un entorno de &y, el sistema original se comportard como el sistema lineal

L, 107,

_(lA)(l)\)é{

Los autovalores del mismo son
A =1

Ao =1

1-A 0
det{ 9 _1_)\}

Al haber dos autovalores distintos ya sabemos que la matriz es diagonalizable y que las soluciones seran
j(t) = e’ + e

donde f_; son los autovectores de la matriz. Lo que queda ya es muy facil y no lo voy a hacer. El punto de equilibrio es inestable
ya que diverge cuando t — 40c0.
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6. Final del 03/08/2010

Consigna
Ejercicio 1

Calcular el flujo de
r+1
F(z,y,2z) = |2* —In (2 +1)
2z + cos (y2)

a través del trozo de esfera de ecuaciéon x2? + y2 + 22 = 4 con x > 0, orientado de modo tal que la normal en el punto (2,0, 0) es
n=(1,0,0).
Ejercicio 2
Enunciar y demostrar el Teorema de Stokes para una superficie que sea el grafico de una funcién de clase C2.
Ejercicio 3
Sean A(t) € R?*2 y b(t) € R? continuas en un intervalo abierto I. Consideremos el sistema
T =At)T+b(t)

1. Probar que la solucién general es de la forma &(t) = &1, (t) + £p(t) donde Z, es una solucién particular y & es la solucién
general del sistema homogéneo asociado.

2. Sean 1 y ¥5 soluciones linealmente independientes del sistema homogéneo asociado. Demostrar que siempre es posible
encontrar una solucién particular #, del sistema de la forma Z,(t) = ¢1(¢)Z1(t) + c2(t)@2(t) con c1,c2 € R funciones de
clase C! en I.
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Resolucion
Ejercicio 1
Claramente esto apunta a utilizar el teorema de Gauss y quizés el teorema de Stokes. Para verificarlo calculamos
div (F) =1+0+2=3¢
Listo, es evidente que va por este lado. Aplicando el teorema de Gauss tenemos que

//ﬁ.d}/v//div(ﬁ) d:cdydz—//ﬁd_:s

S T

donde S es la superficie de la consigna, con la orientacion pedida, T es la “tapa” de S con normal exterior y V es la region de
volumen encerrada por S y T'. Si tomamos

T= {(x,y,z) € R3 tq22+y2§4,:c:0}

creo que la integral sobre T' deberia quedar lo suficientemente sencilla como para ser resuelta. Entonces

/V// div (ﬁ) de dy dz 3 /// da dy dz

2t 7w

v

2
3///r2cos€dapd9dr
00 0

volumen de la esfera

2
= 167
Para la otra integral parametrizamos a T' mediante
0
c 0,2
T(r,0) = |rcosf {T [0,2]
rsinf 0 € [0, 2]
-1
La normal (exterior) a esta superficie, sin necesidad de hacer cuentas, es = | 0 | y ||T;. x Tp|| = r, por lo que
/ F.ds = ﬁJ AT % Ty|| dO dr
T(r,0)
T

(@+ 1)) p( g rdodr

rdf dr

I
— O O —
O\;.) O\l:\‘D O\:‘N}

Il
> o
3

Finalmente

//ﬁ-d}:mw

S

| 110
@ALF 24 201808082004 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

Finales 6 FINAL DEL 03/08/2010

Ejercicio 2

Teorema  (Stokes). Sea 9D+ C R? una curva cerrada, simple y suave a trozos con orientacién positiva. Sea D C R? la region
del plano encerrada por dDT. Sea S C R3 una superficie (suave) dada por la parametrizacién regular o : D — S.
Sea F : Q C R3 — R3 un campo vectorial de clase C! tal que S C €. Entonces

[ Fedi= [t (F)-ds
a5+ S
donde ST es la “frontera” (o borde) de S dada por S+ = {(x,y,2) € S tq (z,y,2) = o(u,v) con (u,v) € ID*}.

La demostracién de la dejo a los libros, yo no soy bueno para estas cosas.

Ejercicio 3
Primera parte (tomado del apunte oficial de la materia)
Sea ¥, una solucién particular y sea & otra soluciéon. Entonces &), = &, — &1 es solucién del sistema homogéneo asociado ya

que

=/

T, = I,—
= AZ,+b—AZ —b
= A(@ - 7)

= A7y

i

Sea ahora ¥y = &), + &},. Entonces
Ty = T+,
= A%, +b+ AT,
= A(Z,+3)+0b
= Adp+b

por lo tanto T es solucién del sistema v'.

Segunda parte (tomado del apunte oficial de la materia)

Sea 2(t) la “matriz fundamental”; es decir aquella cuyas columnas son las soluciones del sistema homogéneo. Entonces se
tiene que

y la solucién general del sistema homogéneo asociado es
Zp(t) = 2(t)¢
donde & € R™ es un vector constante (en este caso n = 2). Siguiendo con esta idea se tiene
z,(t) = 2(t)C(1)
donde ahora C(t) es un vector continuo y diferenciable en I. Si se deriva a Zp se obtiene
7 =2'C+2C
Reemplazando .2’ por A2
7 = A2C+2C
= A%, +2C
Si pedimos que 2C" = b(t) entonces Tp = 2C(t) serd solucién del sistema. Como det 2 # 0Vt € I (por ser una matriz
fundamental) entonces 3.2~ por lo que
C'(t) = 27 (1)(t)
Lo tnico que resta ahora es integrar C/(t) = i C"(7) dr componente a componente y se obtuvo Z,(t)v'.
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