
Fórmulas QFT
Box 1 - Identidades matemáticas

δD (ω) =
ˆ

R

e−iωt

2π dt δ3
D (x) =

ˆ

R3

eik·x

(2π)3 d
3k δ4

D (x) =
ˆ

R4

eik
µxµ

(2π)4 d4k

ηeMη = eηMη a†bc†d . . . y†z = tr
(
za†bc†d . . . y†

)
[ab, c] = a [b, c] + [a, c] b

Box 2 - Notación de índices

∂µφ ≡
⌈
∂φ (ζ)
∂ζµ

⌋
ζ=x


∂
x
µ = Λνµ∂

y
ν

∂
x

µ = Λνµ∂
y

ν
∂µφ (y (x)) = ∂φ (y)

∂yν
∂yν

∂xµ


∂xµ

∂xν
= δµν

∂ωρλ
∂ωµν

= δρµδ
ν
λ

Para tensores x, T →


xµ = ηµνxν

Tµν = ηµσTσν

...

Sea M ∈ Rn×n una matriz⇒
{ (

MT
)
µ
ν = Mν

µ(
M−1) µ

ν 6= Mν
µ

Box 3 - Fórmulas grupo de Lorentz

L def=
{

Λ ∈ R4×4|ΛT ηΛ = η
}

Lsign(Λ0
0)

det(Λ) ⇒



Λ ∈ L↑+ → 1 ∈ L↑+
PTΛ ∈ L↓+ → Reflexiones espacio-temporales

PΛ ∈ L↑− → Reflexiones espaciales

TΛ ∈ L↓− → Reflexiones temporales

{
P = ηµν

T = −P

ΛσµΛσν = δµν ⇒
(
Λ−1) µ

ν = Λνµ→ ∀Λ ∈ L

Generadores del grupo de Lorentz en el espacio de cuadrivectores

Λ =


eξiKi+θiJi

e
1
2ωµνΣµν

eω
µ
ν

Lorentz algebra SO (1, 3)→


[Ji, Jj ] = iεijkJk

[Ji,Kj ] = iεijkKk

[Ki,Kj ] = −iεijkJk

[V µν , V ρσ] = i (ηνρV µρ − ηµρV νσ − ηνσV µρ + ηµσV νρ) ← Lorentz algebra SO (1, 3)

donde

Generadores→



K1 =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 K2 =


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 K3 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 → Boosts

J1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 J2 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 J3 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

 → Rotaciones

Parámetros→
{
ξi ∈ R parametrizan los boosts
θi ∈ R parametrizan las rotaciones



y

Generadores→



Σ01 =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 Σ02 =


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 Σ03 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0



Σ23 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 Σ13 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 Σ12 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0


(Σµν) ρσ = − (Σνµ) ρσ (Σµν) αβ ≡ δµαδνβ − δµβδνα

Parámetros→



ω0i
def= ξi (parametrizan boosts)

ωij
def= θk (i, j, k cíclicos) (parametrizan rotaciones)

ωµν = −ωνµ ∈ R

ωµν = 1
2ωαβ

(
Σαβ

)
µ
ν

ωµν =


0 ξ1 ξ2 ξ3
−ξ1 0 θ3 θ2
−ξ2 −θ3 0 θ1
−ξ3 −θ2 −θ1 0

 ∈ R4×4

ωµν =


0 ξ1 ξ2 ξ3
ξ1 0 −θ3 −θ2
ξ2 θ3 0 −θ1
ξ3 θ2 θ1 0

 ∈ R4×4

Box 4 - Fórmulas formulación lagrangiana

L (φ, ∂µφ, x) → Density L (t) =
ˆ

d3x L (φ, ∂µφ, x) → Lagrangian S =
ˆ

L (φ, ∂µφ, x) d4x→ Action

∂µ

(
∂L

∂ (∂µφ)

)
− ∂L

∂φ
= 0→ Euler-Lagrange Πi

def= ∂L

∂ (∂0φi)
→ Momento conjugado del campo φi


Jµ =

 ∑
∀campos φi

∂L

∂ (∂µφi)
δφi

− Fµ
δL = ∂µF

µ

Corriente de Noether


Tµν

def=

 ∑
∀campos φi

∂L

∂ (∂µφi)
∂νφi

−L δµν

pµ = T 0µ→ 4-momentum density
Energy-momentum tensor

Box 5 - Fórmulas Klein-Gordon

Campo real clásico

L = ∂µφ∂
µφ−m2φ2

2
(
∂µ∂µ +m2)φ = 0


φ (x) =

ˆ
N

(φ)
k

(
ake
−ikµxµ + a∗ke

ikµxµ
)
d3k

ωk =
√
k2 +m2

Campo complejo (con carga) clásico

L = ∂µφ∂
µφ∗ −m2φφ∗

{ (
∂µ∂µ +m2)φ = 0(
∂µ∂µ +m2)φ∗ = 0


φ (x) =

ˆ

R3

N
(φ)
k

(
ake
−i(ωkt−k·x) + b∗ke

i(ωkt−k·x)
)
d3k

ωk =
√
|k |2 +m2≡ k0

Klein-Gordon cuántico

L = ∂µ φ †∂µ φ −m2 φ † φ

N
(φ)
k = 1√

2ωk (2π)3

〈0| ak ap † |0〉 = δ3
D (k − p)

Campo real→ φ (x) =
ˆ

R3

N
(φ)
k

(
ak e

−ikx + ak
†eikx

)
d3k

Campo complejo→


φ (x) =

ˆ

R3

N
(φ)
k

(
ak e

−ikx + bk
†eikx

)
d3k

φ (x) † =
ˆ

R3

N
(φ)
k

(
ak
†eikx + bk e

−ikx) d3k




[
φ (x, t) , Π (y, t)

]
=
[
φ (x, t) †, Π (y, t) †

]
= iδ3

D (x− y)

Cualquier otra da cero

{ [
ak , ak′

†] =
[
bk , bk′

†] = δ3
D

(
k − k′

)
Cualquier otra da cero

i∆F (x− y) =



〈0|T
(
φ (x) φ (y) †

)
|0〉ˆ

N
(φ)
k

(
ΘH

(
x0 − y0) e−ik(x−y) + ΘH

(
y0 − x0) eik(x−y)

)
d3k

ˆ

CF

e−ik(x−y)

k2 −m2 + iε

d4k

(2π)4

1
k2 −m2 → Propagador en espacio de momentos

φ ∈ R→


φ+ (x) =

ˆ

R3

N
(φ)
k ak e

−ikx d3k

φ− (x) =
ˆ

R3

N
(φ)
k ak

†eikx d3k



H = 1
2

ˆ

R3

ωk
(
ak
† ak + ak ak

† + bk
† bk + bk bk

†) d3k → Hamiltonian

P =
ˆ

R3

k
(
ak
† ak + bk

† bk
)
d3k → Total 3-momentum

L = i

ˆ

R3

[
ak
† (k ×∇k) ak + bk

† (k ×∇k) bk
]
d3k → Total 3-momentum

Q =
ˆ

R3

(
ak
† ak − bk

† bk
)
d3k → Total charge

Box 6 - Fórmulas Dirac

Dirac clásico

L = ψ (iγµ∂µ −m)ψ

ψ
def= ψ†γ0← Dirac adj.

 (iγµ∂µ −m)ψ = 0 ← Dirac

ψ
(
i
←−
∂ µγ

µ +m
)

= 0 ← Adjunta

S (Λ) = e
−i
2 σµνω

µν

σµν = i

2 [γµ, γν ]

H = P 0 =
ˆ

R3

ψ
(
−iγi∂i +m

)
ψ d3x L = −i

ˆ
ψ†x×∇ψ d3x→ Angular momentum

P = −i
ˆ
ψ†∇ψ d3x→ Linear momentum S = 1

2

ˆ
ψ†Σψ d3x→ Spin

Q =
ˆ
ψ†ψ d3x→ Charge Σ =

[
σ 0
0 σ

]
→ En representación estándar (?)


P ν =

ˆ

R3

Θ0ν d
3x→ Four momentum

Θµν = ψiγµ∂νψ − ηµνψ (iγσ∂σ −m)ψ→ Energy-momentum tensor



{γµ, γν} = 2ηµν1← Clifford
(γµ)2 = 1ηµµ

(γµ)† =
{
− γµ para µ 6= 0
γµ para µ = 0

(γµ)† = γ0γµγ0

γ5 def= iγ0γ1γ2γ3

Rep. de Dirac→ γ0 =
[
1

−1

]
γi =

[
σi

−σi

]
Rep. quiral (Weyl)→ γ0 =

[
1

1

]
γi =

[
σi

−σi

]


σx =
[
0 1
1 0

]
σy =

[
0 −i
i 0

]
σz =

[
1 0
0 −1

]



Espinores

Eq. de Dirac︷ ︸︸ ︷
(iγµ∂µ −m)

{
uk,se

−ikx

vk,se
ikx

}
= 0 En rep. de Dirac→


uk,s =

[
ξs

σ·k
ωk+mξs

]
vk,s =

[
σ·k
ωk+mξs
ξs

] con


ξ1 =

[
1
0

]
ξ2 =

[
0
1

]
Normalización Ortogonalidad Producto externo


uk,ruk,s = δrs

vk,rvk,s = −δrs
uk,rvk,s = vk,r, uk,s = 0


u†k,ruk,s = ωk

m
δrs

v†k,rvk,s = ωk
m
δrs

u†k,svηk,s = v†k,suηk,s = 0 ηk ≡
(
k0,−k

)



2∑
s=1

uk,suk,s = �k +m

2m
2∑
s=1

vk,svk,s = �k −m
2m

Cuantización Dirac


{
ψα (x, t) , ψβ (y, t) †

}
= δαβδ

3
D (x− y)

Cualquier otro da cero


{
bk,r , bp,s

†
}

=
{
dk,r , dp,s

†
}

= δ3
D (k − p) δrs

Cualquier otro da cero
ψ (x) =

2∑
s=1

ˆ

R3

N
(ψ)
k

(
bk,s uk,se

−ikx + dk,s
†vk,se

ikx
)
d3k

ψ (x) =
2∑
s=1

ˆ

R3

N
(ψ)
k

(
bk,s

†uk,se
ikx + dk,s vk,se

−ikx
)
d3k

N
(ψ)
k =

√
m

(2π)3
ωk{

〈0| bk,s bp,r † |0〉 = δsrδ
3
D (k − p)

〈0| dk,s dp,r † |0〉 = δrsδ
3
D (k − p)




ψ+ (x) =

2∑
s=1

ˆ
N (ψ)
p bp,s up,se

−ipx d3p ← e− absorption

ψ− (x) =
2∑
s=1

ˆ
N (ψ)
p dp,s

†vp,se
ipx d3p ← e+ emission

ψ+ (x) =
2∑
s=1

ˆ
N (ψ)
p dp,s vp,se

−ipx d3p ← e+ absorption

ψ− (x) =
2∑
s=1

ˆ
N (ψ)
p bp,s

†up,se
ipx d3p ← e− emission


Pµ =

2∑
s=1

ˆ

R3

kµ
(
bk,s

† bk,s − dk,s dk,s
†
) d3k

(2π)3

Q =
2∑
s=1

ˆ

R3

(
bk,s

† bk,s + dk,s dk,s
†
) d3k

(2π)3

Propagador→ i (SF (x− y))αβ =



〈0|T
(
ψα (x) ψβ (y)

)
|0〉 =

 ψα (x) ψβ (y) x0 > y0

−ψβ (y) ψα (x) x0 < y0(
i�∂ +m

)
αβ

∆F (x− y)ˆ

R4

�k +m

k2 −m2 + iε
e−ik(x−y) d4k

(2π)4

1
�k −m

→ Propagador en espacio de momentos

Box 7 - Fórmulas Proca y Maxwell
LProca = −F

µνFµν
4 + m2

2 ZµZ
µ

Fµν = ∂µZν − ∂νZµ
∂µZ

µ = 0→ Transversalidad, le da espín 1


LMaxwell = −F

µνFµν
4 → Este no se cuantiza!

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ
∂µA

µ = 0→ Gauge de Lorenz

Este se cuantiza!→ LGlupta-Bleuler = −F
µνFµν

4 + λ (∂µAµ)2




Zµ =

3∑
λ=1

ˆ

R3

N
(Z)
k (εk,λ) µ

(
ak,λ e

−ikx + ak,λ
†eikx

)
d3k → Proca

Aµ =
3∑

λ=0

ˆ

R3

N
(A)
k (εk,λ) µ

(
ak,λ e

−ikx + ak,λ
†eikx

)
d3k → Maxwell


N

(Z)
k = 1√

(2π)3 2ωk

N
(A)
k = N

(Z)
k

Sólo Proca→



3∑
λ=1

(εk,λ) µ (εk,λ) ν = −
(
ηµν − kµkν

m2

)
→ Completitud

kµkµ = m2

kµ (εk,λ) µ = 0
(εk,λ) µ (εk,σ) µ = 0

→ Ortogonalidad

3∑
λ=0

(εk,λ) µ (εk,λ) ν = ηµν→ ∀ base ortonormal


Πµ = ∂0 Zµ − ∂µ Z0 ≡ ∂L

∂
(
∂0 Zµ

)
Π0 ≡ 0→ Both for Proca and Maxwell

[
Zi (x) , Πj (y)

]
= iδD (x− y) δij[

Aµ (x) , Πν (y)
]

= iδ3
D (x− y) δνµ


[
ak,λ , ak′,λ′

†
]

= δλλ′δ
3
D

(
k − k′

)
→ Proca[

ak,λ , ak′,λ′
†
]

= −ηλλ′δ3
D

(
k − k′

)
→ Maxwell

Maxwell propagator→ i (DF (x− y)) µν =



〈0|T
(
Aµ (x) Aν (y)

)
|0〉 → Definición

ˆ
−ηµν

k2 + iε
e−ik(x−y) d4k

(2π)4

−ηµν

k2 en espacio de k

Box 8 - Fórmulas scattering

P (|inicial〉 → |final〉) =
∣∣∣ 〈final| U+∞←−∞ |inicial〉

∣∣∣2 =
∣∣ 〈finalI | S |inicialI〉 ∣∣2

L = L0 + L1 ⇒

{
H

def= Π ∂0 φ − L → Definición
H = H0 − L1 → Cuando L1 no tiene derivadas (i.e. siempre)

Interaction picture→

 |ψI (t)〉 def= eiH0 t |ψ (t)〉

AI (t) def= eiH0 tAe−iH0 t
Ut←t0

′ def= eiH0 te−iH (t−t0)e−iH0 t

S =



∞∑
n=0

(−i)n

n!

ˆ

R4

d4x1

ˆ

R4

d4x2 . . .

ˆ

R4

d4xnT
(

: H1I (x1) :, : H1I (x2) :, . . . , : H1I (xn) :
)

T
(
e−i

´
: H1I(x) : d4x

)
1 + T ← Esto es sólo notación

Teorema de Wick

T
(
φ (x1) , φ (x2) , . . . , φ (xn)

)
=: φ (x1) , φ (x2) , . . . , φ (xn) : +

∑
: todas las posibles contracciones :

Contracción→ φ (x) φ (y) def=


[
φ+ (x) , φ− (y)

]
para x0 > y0[

φ+ (y) , φ− (x)
]

para x0 < y0



Box 9 - Reglas de Feynman para teoría λφ4 con φ real (para matriz de scattering)

Todo lo que sigue se aplica al cálculo de elementos de la matriz de scatterin 〈final| S |inicial〉. Quizá sirva para
otras cosas pero de momento no lo sé.

1. El orden del diagrama (i.e. λorden) es igual al número de vértices del mismo.

2. El número de líneas que convergen a cada vértice es 4 porque L = L0 + λφ 4.

Una vez que ya se ha dibujado un diagrama, la forma de encontrar el término asociado es la siguiente:

1. Asignar cuadrimomentos:

a) Asignar un cuadrimomento k a cada línea externa,
b) y q a cada línea interna.

Usar flechas para indicar el sentido de flujo de momento de cada línea, tal como si se tratase de un circuito
eléctrico y las corrientes eléctricas. El sentido de circulación de las líneas externas está fijo (partículas iniciales
entran y partículas finales salen) mientras que el de las líneas internas es arbitrario.

2. Multiplicar los siguientes factores:

a) Por cada línea interna: i
q2−m2+iε donde q es el momento de dicha línea.

b) Por cada vértice:(−iλ) δD (
∑
qi) donde qi son todos los momentos que convergen al vértice con su

respectivo signo según si es entrante o saliente. Aquí los qi podrían ser ki si hubieran líneas externas.
c) Por cada línea externa: 1√

(2π)3ωk

.

d)
[
(2π)4

]#vértices−#líneas internas
.

e) Factor de simetría (aún no sé con exactitud qué es esto).

3. Integrar
´

d4q
(2π)4 sobre todas las q correspondientes a líneas internas.

Box 10 - Fórmulas QED

LQED = ψ
(
i�∂ −m

)
ψ︸ ︷︷ ︸

LDirac

−
Fµν Fµν

4︸ ︷︷ ︸
LMaxwell

− qe ψ��A ψ︸ ︷︷ ︸
LCoupling

Feynman rules for QED in momentum space (notación: p es para fermiones y k para fotones).

1. Líneas externas:

a) Incoming electron: Npup,s.
b) Incoming positron: Npvp,s.
c) Outgoing electron: Npup,s.
d) Outgoing positron: Npvp,s.
e) Incoming photon: Nk (εk,λ) µ.

f ) Outgoing photon: Nk
(
ε∗k,λ

)
µ.

2. Vértice: −iqeγµ.

3. Líneas internas:

a) Fotón: 4πi (DF (k)) µν .
b) Fermión: 4πiSF (p).

4. Imponer conservación global de momento agregando una δ4
D (pinicial − pfinal).




N (ψ)
p =

√
m

(2π)3
ωp

→ Para fermiones

N
(A)
k =

√
1

(2π)3 2ωk
→ Para fotones


(DF (k)) µν = −η

µν

k2 ← Campo de Maxwell

SF (p) = 1

�p−m
← Campo de Dirac

Aµ (x) = (A+) µ (x) + (A−) µ (x) →


(A+) µ (x) =

ˆ
N

(A)
k

3∑
λ=0

ak,λ (εk,λ) µe−ikx d3k ← Photon absorption

(A−) µ (x) =
ˆ
N

(A)
k

3∑
λ=0

ak,λ
† (ε∗k,λ) µeikx d3k ← Photon emission



ψ (x) = ψ+ (x) + ψ− (x) →


ψ+ (x) =

ˆ
N (ψ)
p

2∑
s=1

bp,s up,se
−ipx d3p ← Electron absorption

ψ− (x) =
ˆ
N (ψ)
p

2∑
s=1

dp,s
†vp,se

ipx d3p ← Positron emission

ψ (x) = ψ+ (x) + ψ− (x) →


ψ+ (x) =

ˆ
N (ψ)
p

2∑
s=1

dp,s vp,se
−ipx d3p ← Positron absorption

ψ− (x) =
ˆ
N (ψ)
p

2∑
s=1

bp,s
†up,se

ipx d3p ← Electron emission

Box 11 - Sección eficaz
〈final|

(
S − 1

)
|inicial〉 = (2π)4

δ4
D (p1 + p2 − pfinal)Mfi

(
n∏
i=1

Ni

)

dσ = (2π)4
δ4
D (p1 + p2 − pfinal)

4
√

(p1p2)2 −m2
1m

2
2

|Mfi |2
(

n∏
i=2

N2
i d

3pi

)

Promediar iniciales, sumar finales.

tr
(
�k�q
)

= 4kµqµ tr
(
γ5) = 0 tr

(
γ5γµ

)
= 0 tr

(
γ5

�k�q
)

= 0

tr (γµγν) = 4ηµν tr (#impar) = 0 tr (γµγνγργσ) = 4 (ηµνηρσ − ηµρηνσ + ηµσηνρ)

tr (��a1��a2 . . .��a2n) = a1a2tr (��a3 . . .��a2n)− a1a3tr (��a2 . . .��a2n) + · · ·+ a1a2ntr (��a2 . . .���a2n−1)

tr
(
�a�b�c�d

)
= 4 (ab) (cd)− 4 (ac) (bd) + 4 (ad) (bc)

γµγ
µ = 41 γµ�aγ

µ = −2�a γµ�a�bγ
µ = 4 (ab)1 γµ�aγ

ν
�bγ
µ = −2�aγ

ν
�b γµ�a�b�cγ

µ = −2�c�b�a

γµ�a�b�c�dγ
µ = 2�d�a�b�c+ 2�c�b�a�d
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