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1 DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL A LOS HACES DE LAGUERRE-GAUSS

1. De las ecuaciones de Maxwell a los haces de Laguerre-Gauss

Consideremos las ecuaciones de Maxwell para los campos macroscopicos en ausencia de fuentes libres, es decir

V-D=0
V-B=0
10B
E —_— =
V x +c@t 0
xH-19P
c Ot

entonces las ecuaciones de Maxwell se convierten en
Ve-E+eV-E=0
Vu-H+pV-H=0

- 1 OH (1)
E+22 7 —
V x +c@t 0
vxH-2E_
c Ot

Aplicando el rotor a las ecuaciones que ya tienen rotor

VxVxE+Vx (MaH) =0
c Ot
VxVxH-Vx 8E> =0
c Ot
y usando la identidad V x (fA) = (ﬁf) XA+ f (6 X A) se obtiene
.. H - OH
VxVx B4 VO] pg OH
VxVxH- Y B 5 08
c ot c t
- H
Si a las ecuaciones CE P é , provenientes de (1), se las deriva respecto al tiempo se obtiene
VxH--"—"=0
c Ot
- OE p0*°H
V¥ teae =0
- OH ¢c0’E
VX e =0
vx 2
Ahora se puede introducir esto en (2) para reemplazar a 88 ;{ . Se obtiene
Vox T
“ ot
o Ve OH pe8*E
) DA R Sl it _
VxVxE+ 5 = o 0
Lo v E °H
VxVxH - Ve o end =0

ot v 2o
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1 DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL A LOS HACES DE LAGUERRE-GAUSS

OH -
W —EV x K
Nuevamente se hace uso de (1) para obtener SF H y reemplazarlo en el sistema anterior. Lo que queda es
—-— = Eﬁ x H
ot €

Se han obtenido dos ecuaciones desacopladas, una para E y otra para H
Considérese ahora la ecuacién para E. Si se usa la identidad V x (ﬁ X A) =V (ﬁ A) V2 A se obtiene

PE Vi _ o

V(V-E)-VE+L T =L xVxE
2 Ot? 1
Ahora se remplaza la divergencia por V - E = —% - E (esto se obtiene de (1)) con lo cual queda
gy OB _Vn YV x E+V Ve
2 ot? 1 5

Por 1ltimo se hace la asuncién de que las inhomogeneidades del medio se deben sélo a la permitividad eléctrica, es decir
e=¢e(r)
p = constante

Esto hace que el término con ﬁu se anule por lo que

2y HO’E o (Ve
v 2 o2 v(s E

Proponiendo una soluciéon arménica en el tiempo de la forma

E'(r,t) = E(r) ™! (3)

(perdén por el cambio de notacién, el vector E’ (r,t) es lo que antes venia llamando E (7,t), es s6lo para no arrastrar un /

hasta el final de los tiempos) se encuentra que E (7) satisface
W2
V2E + —wE =V (V; E)

Ac4 identificamos a )
w

() = e (1)
‘*C’—j) se obtiene

como la constante de propagacién entonces (multiplicando y dividiendo, ademds, del lado derecho por
2 2 = 6/{:2

Por 1ltimo aplicando Vk? = 2kVk finalmente se obtiene

V2E (r) + K (r) E (r) = —2¥ (ik(i? E (r))

y esto es la ecuacién de Helmholtz para un medio con € = € (r) y u = constante. Este es el punto de partida de [10]
A continuacién vamos a asumir [10] que las inhomogeneidades en k (r) (es decir, en ¢ (7)) no son nulas pero si son

suficientemente pequefias como para que

Vk
7z0
k
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1 DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL A LOS HACES DE LAGUERRE-GAUSS

y en tal caso la ecuacién anterior se reduce a la conocida ecuaciéon de Helmholtz:
V2E +k*E =0

pero no debe olvidarse que k = k ().
Ahora se propone una solucién en coordenadas cilindricas de la forma

E(r,¢,2) = B (r,6,2) % + By (r,6,2) ¢ (4)

y se reemplaza
o2 _18+82+182+82
en cilindricas — ror 87’2 r2 a¢2 822
con lo cual 9 92 52 52
1 1 N
-2 Y — + k) (EP+E =
<r8r+8r2+28¢2+ + )( P Egd) =0 (5)

Si se desarrolla la ecuacion anterior

Calculos Auxiliares

= Primer término: 9 9E %
2o
= Segundo término:
02 (E,#) . 82ET7A0
or2  or2
= Tercer término:
0% (E,7) 0°E, oFE, Oor 027
= 7 2 E -~
262 97 ' Y 0p 05 TR
0%E, . O0FE, ~ .
= Cuarto término:
0% (E,+) . 0%E, .
022 922
= Quinto término:
kK*E,#
= Sexto término: R
9 (E¢¢> _ 0E, P
or  or
= Séptimo término:
) N
#(58)_pr,,
or? or?
= Octavo término:
92 (E 65) 2
952 96?2 96 0¢ ‘f’8¢>2
82E¢ N 8E¢
_ _ ?—F
55 ? 255 " +9
= Noveno término:
) A
(58) i,
0z2 -
s Décimo término: .
k*Ey¢
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1 DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL A LOS HACES DE LAGUERRE-GAUSS

Reemplazando en (5) se obtiene
10F 0’E. 1 (0°E OE, 0’E,
*+EB)E = - b+ i+ (5P +2—0¢— Ef “P+ KPE R+
(V2 + ) ror | ' o g2 Tipp P BT |+ a P ARESY
1 6E¢ OBy 1 (0°Byy 0E,. L Bsy ap
s — 29%%5 k2E,
trgrbt Gatbt o (b 2GR~ Bed ) + SO+ KB
y separando en componentes
10E, , °B, 10°E, B, OB,  ,,. 20By __
r or or?2  r2 9¢? 12 022 "2 09
10E, 8By 10°Ey Es 8By ., 2 OE,
z il — K2Ey + ——=
r Or * or? * r2 8¢ 2 * 022 * + 2 0¢ =0

se obtiene
1 0E, 0%E, 1 0%E, 0O%E

1 OF
il r 2p 4
ror T Teag a2 TRETS (ETJ’ 5‘¢>

(6)
10E, 0°E, 10°E, 0 E¢, , LOF:
ror o2 Trag +kE“’_ Bo =255

y reconocemos dos laplacianos en coordenadas cilindricas por lo que el sistema anterior se puede expresar de manera simpli-
ficada como

1 OF
2 2 _ [
V2E, +k ET_—T2 (E +2_a¢)

BE
V2E, + k*Ey = E T
oo = g (£ 250)
que son dos ecuaciones acopladas para E, y Ey. Estas ecuaciones se pueden desacoplar si se propone que
E, (r,¢,2) = FE T4 (r, 2) sin (ng)
Ey (r,¢,2) = EgT4 (r, 2) cos (ng)

Comentario sobre la sustitucion anterior

Se acaba de proponer la sustitucién dada por

E,. (r,¢,z) = FEoTy (r, z) sin (ng)
E¢' (1", ¢7 Z) = EoTy (T’ Z) coS (n¢)

Sin embargo no es la tinica posibilidad. Tal como sefiala Tovar [10], también es posible utilizar la sustitucién dada
por

E, (r,¢,2) = BTy (1, 2) cos (ng) (8)
Ly

(r, ¢, 2) = £EoTy (1, 2) sin (ng)
No sélo eso, Casperson [3] también indica que hay otras dos sustituciones posibles dadas por
Er (7’, ¢)v Z) = :l:EOTj: (’I", Z) iein¢ E’I‘ (T7 ¢7 Z) = :l:EOTi (7', Z) ie—in(b
E¢ (’f', ¢7 Z) = EOTi (’I", Z) eind) E¢ (’I", ¢a Z) = EOTi (T7 Z) e_in¢'

De todos modos las segundas dos sustituciones no conducen a nada nuevo. Si las primeras dos sustituciones. Segin
si se elige (7) o (8) se obtendran dos resultados distintos. En el presente documento se hace la cuenta utilizando (7)
y al final se lista el resultado para los dos casos [10].

Reemplazando esto en (6) se obtiene

< 1 aTﬂ: 32T:|: T:t’nQ 82T:|:

. 1 . .
Foor Far o F g ¢k2Ti> Eysintng) = — (T Epsierng) — 2T.nEp sin{ng))

<1 8T:|: 82Ti Tj:n2 62Ti

1
pr R B +k2Ti>M:r—2 (T By costnig) + 2T nEq costnd) )
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1 DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL A LOS HACES DE LAGUERRE-GAUSS

y reacomodando la segunda ecuacién lo que queda es

Ty  19T:  8°Tw ,  (n£1)? B
or? +;8T+82’2 Moo | 1= =0

El siguiente paso es considerar

Ty (ryz) = Uy (r,2) exp —i/ko (2') d2' (10)

0

donde )
ko (z) = 277%7@0 (2) + %go (2) (11)

siendo ng (z) el indice de refraccién del medio y go (2) el coeficiente de ganancia de intensidad [10]. Introduciendo esto en (9)

Calculos Auxiliares

= Primer término:
0Ty 62U:|:
T / i

= Segundo término:

oTy  OUs 7
o = or exp —z/kodz

= Tercer término:

0Ty 0%U+ GUi
57 = ( 52 5‘ ko—UikO 7/U:|: )exp —z/kodz

Reemplazando en (9) queda

= ko — Uiko iUi% +

02U " lan " 02U an
or? r or 022 Ry 0z
se obtiene )
32Ui . 8U:|: (92U:|: 1 an 2 2 ,8k0 (n + 1)
822 — 21](10 82’ + 87’2 + ; a'f‘ + k - k() — ’LE — —7’2 Ui = 0 (12)

Lo que sigue es considerar que Uy satisface la aproximacién paraxial

La aproximacién paraxial

La aproximacién paraxial [12, sec. 16.7.1] basicamente consiste en asumir que la envolvente de una onda que se pro-
paga en el espacio es similar a la de un puntero laser, es decir que no se abre mucho en comparaciéon con la longitud
de onda. Graficamente se podria representar de la siguiente manera:

Aca vale la |
aproximacion
paraxial

L Acé ya no _J

es valida
A nivel matematico es como sigue: considérese la ecuaciéon de Helmholtz

, 102 —
(V‘c—zw E=0
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1 DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL A LOS HACES DE LAGUERRE-GAUSS

para una onda vectorial E. Se propone una solucién en coordenadas cilindricas de la forma

E (T7 ¢7 Z, t) = 'I’ (T, d)7 Z, w) eikz—iwt

donde ¥ es una “envolvente vectorial” que depende de la frecuencia w. Introduciéndola en la ecuacién de Helmholtz
se obtiene

2
(V2 _ 16) g (T‘, ¢7 2, w) eikz—iwt - 0
(VQ _ kQ) lI,eikz _

que es el resultado ya conocido.
Ahora se plantea la ecuacién en coordenadas cilindricas

10 (0Y 18 @ N\
(r&<8r>+2(’%¢>2++k>\1’€ =0

a ikz

donde V3 es el “laplaciano transversal a z”. Se desarrolla ahora la derivada respecto a z:

0? 0*w ow
We ikz _ zkz Qik— ¢t k‘Q‘I’ ikz
922 ( ) 9,2 ¢ TANG €
0*w ow
= 2ik— — k*W
( 92 T, )
Volviendo a introducir esto en la ecuacién de Helmholtz se obtiene
9? ; : 9*w 0w ;
(v2 +o3+ kQ) W'kt = Vi W 4+ ( oz + 2k — k2\11> W+ 4 P wets
9 0w
= (Vig+o7 +2zk— — P+ PT | e
= 0
por lo tanto se encuentra que
0*w ow
1w 2ik——
VL P = 822 F ik 92 =0
Ahora se introduce la aprozimacion paraxial [1] que es
0w ow
— V2w 2ik—
‘ 022 <| [+ 2 0z ‘

de donde se obtiene la ecuacién de onda paraxial

0
2 ! — =

es decir que

0?Uy .
‘ 2z | < [ todo lo demés |
por lo tanto vamos a considerar qu (12) se convierte en
QUL 8?Ur 10U+ ke (n£1)?
— 2tk — =k —ie — | U+ =0 13
ZO@Z+8r2 +r 8r+ 0 Zaz r2 * (13)

Ahora se asume que k (r) viene dado por [10]

P

k(r,z) =ko(z) — ka(2) 5

y que, debido a que las inhomogeneidades son relativamente suaves, ademés se tiene que [10]

k2 (r,2) ~ ko (2) [ko (2) — k2 (2) 7]

6 Matias Senger



1 DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL A LOS HACES DE LAGUERRE-GAUSS

Introduciendo esta tltima expresion en (13) se obtiene

LUy | PUy  10U: ko (n+1)°
—2ik - kok —-— Ui =0
2082—’_87"2—’_7"8 02T+28+ r2 *
A continuacién se propone que
) 2
Us (r,z) = L(r,z) e Q@ T —iP() (14)

donde Q(z) y P (z) son dos funciones arbitrarias (o sea, pueden ser cualquier cosa, la fisica se impone sobre L (r,z)).
Introduciendo esto en la ecuacién anterior

Calculos Auxiliares

= Primer término

OVt _ OL _igey=2_ipe) —iQ(z) % —iP(z) | _; 99 r* 9P
5. 0z° e 922 "0
_ (oL 0@ 0P\ o)z i)
= <8z L (‘155 _a_)> ¢
= Tercer término o an
+ . —4 2 _5
=4 iQ(2) 5 —iP(2)
e (2 s sicer]
= Segundo término
82U:|: 82L . . 8L 2 —’LQ ——ZP( )
Reemplazando se obtiene
o . 8[/ 8Q T BP —i 1‘22 — P
0 = _QZkO (6—+L<—’L£?—ZE)> 4+ ...
0%L oL 2 —
: iLQ — 2ir—Q — r’LQ? | eF9 TP
+<32 Q-2irs Q-r Q) +
D 2 I
- a—L+L( —iQr) LSIFTIP +lco/c2r2+z'%+M —iQF—P
r | Or 0z 72
oL oQr 0L . . OL 97 9
= =2 -2 L LQ —2ir—Q —r°L
zkoa k0<82+8> +82 1LQ) ZT(‘?TQ r°LQ* +
2
T T 7o D IR S S G
r or 0z 72
0L 0L 1 oL
= —2 — _—— 2. —_——
Zk06+62+<r er)a
0 oP ok +1
- Q2+k0k2+k0—Q 2 4 2kg—— + 2iQ + i 00 | (0 )y L
0z 0z 0z r2
se obtiene
0L 0’L 1 ) oL 9 aQ oP Oky  (n=£ 1)
_2lk08+82+<r_2lrQ>81~_<(Q —l—kokg-i-kan)T +2k087+2ZQ+ 87"— 1" L—O (15)
El siguiente paso consiste en elegir QQ y P tales que
d
@+ k™ koky =0
dz
dP . dky 8p+4(ntl)
2k =-2iQ —i— — ——————=
gy T ARy W2 (2)

donde W (z) ahora es una funcién arbitraria (P y @ ya no lo son porque deben satisfacer lo anterior). Al introducir estas
dos elecciones en (15) lo que se obtiene es sencillamente

L 0L (1 L 4(n+1 +1)?
_oik 2k L 0L +<—2irQ>g+<8p+ (ntl) (n )>L:O
T T

0z  Or? W2 (z) r2

7 Matias Senger



1 DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL A LOS HACES DE LAGUERRE-GAUSS

El paso que sigue es considerar el cambio de variables dado por

Vo
W (2) (16)
C(r,2) ==z

p(r,z) =

con lo cual

Calculos Auxiliares

oL IL(p(r,2),C(2))

0z 0z
OLOdp OLIC

AR
r OWOL OL
Vmar e, tac
p8W8L+8_L
W 0z dp  OC

oL _ oLop
or dp Or

L () op
or2 dp Or

entonces

oL L (1 . N\NOL (8p+4(n=+1l) (nx1) B
21]4:()8 82+<__2WQ>E+< e -2 L = 0

p OWOL  OL 2 9°L V2 OL 2
‘2”%( W or a,,+a<)+(m—p2)+(p—w—27@)(apw)+
“+<8p+4(nil)_(ni1)2>L

W2 02 W2
2

p@W@L 0L 2 %L 2
W s 8 2zkoa<+W23p2+ W2 — 2ipQ

. <8p~|—4(nj:1) INCESY )L

2iko—

W2 P2 W2
oL  9’L (1 oL (n+1)>

— 2 - ) =+ (4p+2(n£1) -

9z o ikoW 8C+32+<p szW>ap+<p+ (n+1) 7

oW\ dL

E>a—p+<4p+2<n:|:1)—

L =

(n+1)*

~ ~—
t~
I

1
— + (— — ipQW? + ikopW
P p

2 2
_ik0W28_L+aTL+(%—p[iQWQ—ikoWa—Vj]>g—ﬁ—k <4p+2(n:|:1)— (nt1) )L:O

8 Matias Senger



1 DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL A LOS HACES DE LAGUERRE-GAUSS

Ahora se eligen las siguientes condiciones

iW2Q — szOaa—W =2

L(p,¢) = L(p) # L(C)

y entonces la ecuacion anterior se simplifica y queda

L (1 oL (n+1)>
4 (==20) =+ [p+2(n+1) - L=
8p2+< p)ap—i—(p—i- (n£1) 0

p p?
Se aplica otro cambio de variable ahora dado por
T=p’ (17)
Calculos Auxiliares
oL _ OLor
ap or Bp
oL
= —2
ar <P
oL
= 2 —_
"or
oo _ (%)
op? Op
_ (%) er
N 67’ 8p
1 0L %L
= T (M o VT a_)
0’L oL
= Yon TG
9L _OL 1 (n+1)°
47@4‘254'(?—2 <4p—|-2 7’1,:|:1 T L = 0
2 2
0L O (promey - OEV )
OT2 T

por lo tanto la ecuacién queda

a2L oL (n+1)*

Por ultimo (si, ya estamos terminando...) se aplica la sustitucién

L(r)= T L”j:1 (1) (18)
por lo tanto la ecuacién anterior se convierte en
82 n:l:l 8Ln:|:1
p n+l
T— 87_2 +(14+(ntl)—17) By +pLy= =0

y esto es una ecuacion de Laguerre asociada cuya solucién son los polinomios de Laguerre [4, 8.979]. Los polinomios de
Laguerre son [4, sec. 8.97]

e Tares

OER . (19)

Z (p-l—n) -

=0

9 Matias Senger
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2 DENSIDAD DE MOMENTO ANGULAR DE LOS HACES VECTORIALES

El problema ya estd resuelto, ya se tiene una respuesta. Ahora hay que hacer el camino de vuelta hasta obtener el campo
eléctrico. Para ello comenzamos con (18), es decir

L(r)= "5 L% (1)
y aplicamos el cambio de variable (17) para obtener
2\ "5 rntl (2
Lp)=(p") * Ly='(p")

Ahora usamos (16) y entonces

nEl

reo= () 5 ()

Ahora se introduce esto en (14) y se obtiene

ntl
27’2 = ntl 27’2 —inﬁ—iPz
)= () - ()

A continuacién introducimos esto en (10) y queda

n+tl
V2r n+l 2r? LiQ(2) 2 —iP(2) —i [* ko(C) d
Tﬂ: (1"72) = (W(Z)> Lp (W2 (z)> e ( ) 2 ( )e fo O(C) C

Por dltimo se reemplaza esto en las componentes del campo eléctrico usando primero (7) y luego (4). Lo que se obtiene
finalmente es

Haz de Laguerre-Gauss vectorial - Campo eléctrico

) Jar n+1 . 02 Q)2 —iP(s) i [ ko(¢)d¢ [ ETsin (ng) —H?)cos (ng)
E(r,¢,2) = Eo (W—(z)> (Wz (z)> ¢ ¢ { # cos (ng) + Gsin (ng) } &

47 sin (ng) + ¢ cos (ng)
7 cos (ng) + ¢ sin (ng)
distintas® que se obtienen si se hace la cuenta utilizando (7) (como se ha hecho) o (8). Recuérdese que el campo eléctrico con

la dependencia temporal estd dado por (3), es decir

que justamente es un haz de Laguerre-Gauss [10]. La notacién { } indica las dos posibilidades

2. Densidad de momento angular de los haces vectoriales

Los haces de Laguerre-Gauss tienen la particularidad de ser haces que portan momento angular orbital [11]. Para evi-
denciar esto se puede calcular la densidad de momento angular j dada por [6, eq. (8.34)]

ir) = Gr1)
= rx{g(r1) (21)

donde 7 es la posicién y g la densidad de momento lineal. {(g) es el promedio temporal de la densidad de momento lineal.
Esta dltima a su vez estd dada por [12, eq. (15.50)]

(8 (r.1) o)

(g (r,t) ==

donde S es el vector de Poynting y estd dado por [12, egs. (1.137)], [7, eq. (6.109)]

(S@3ﬂ>:%Reﬂﬂrj)xfIﬁJ» (23)

1Cuatro en total si se tienen en cuenta las combinaciones del signo =.
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2 DENSIDAD DE MOMENTO ANGULAR DE LOS HACES VECTORIALES

Por lo tanto la densidad de momento angular es

. 1
g(r)zZ—CQTXRe(EXH)

El campo eléctrico E estd dado por (20) (agregando la dependencia temporal). El campo H se puede obtener a partir

de las ecuaciones de Maxwell (1)
OH -
OH _ ¢ g
ot 1
Debido a que E es amoénico, también lo serd H. Es decir que
H (r,¢,2,t) = H (r,¢,1) "

por lo tanto la ecuacién anterior se convierte en
i’ =
H(r,¢,2) = —V x E(r,¢,z2) (24)
Jw
donde E (r, ¢, z) esta explicitamente dado por (20). Voy a llamar

nEl 9
anil (r,2) = (m\//?“)> inl (WQQT( )) e—iQ(z)é—iP(z)e—ifoz Ko (¢) d¢
z z

de modo tal que el campo eléctrico es

+7 sin (n@) + ¢ cos (n¢)} (25)

E(r,0,2) = EoY;* (r,.2) { 7 cos (ng) + sin (ng)

Introduciendo esta expresién para el campo eléctrico en (24)

Calculos Auxiliares

Al expandir el rotor en cilindricas se obtiene

VxE = <18EZ _%>f~+ (aE’" - 8E2)65+1(3(7"E¢) B 8Er)2

r O0¢ 0z 0z or r or 8_(;5
. O0Ey,, OE,, 1[(0(rEy) OE,\ .
= 5" 8z¢+r( o 0o )

Introduciendo el campo eléctrico dado por (25) se obtienen los siguientes términos

8E¢ 8yn:i:1 (’I“7 Z) cos (nqS)
9z = Eo—= Oz {:I:sin(nqb)}‘/

ok, Y+ (r,2) [+sin (ng)
0z = Eo— 0z { cos (no) }/

1005 _ 10 (1ppp . { 209 1)

o + sin (ng)
EO n 8Y”i1 (T, Z) cos (n¢)
- Y;il (r,z) +r—L or {:I:sin(n(b)}
jyasl (r, 2) By esl (r, 2) cos (ng)
= Ey |-t . +—= B {j:sin (n¢)} v
10E, YEL (1, 2) [+ cos (ng)
AL {—sm <n¢>} ’
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2 DENSIDAD DE MOMENTO ANGULAR DE LOS HACES VECTORIALES

por lo tanto, juntando todo,
= Y, (r,2) [ cos (ng) | . Y, (r,2) [+sin (ng)| 4
VXE = —B—tg— {isin(n¢)}r+E0pT{ cos (1) }¢+---
YpEL (r,2)  OYpEL (1, 2) cos (n¢) Y=L (r,2) [+ cos (ng)) .
e +— or {:l:51n(n¢)}z_nEO r {—sin(n¢)}z
_ g% () { # cos (ng) = sin (n >}
= = 0z F#sin (ng) + ¢ co ( ®)
. oY E (r, 1Fn cos (ng)
“+ZE0< { 2ell {:I:l—i—n}) {sin(mb)}‘/
se obtiene

Haz de Laguerre-Gauss vectorial - Campo magnético

aynzl:l A
H(rgz = Cg2e 02 (T’Z){ * cos (ng)
L 0z

raior (I EEEIIE M e

Ahora ya se puede calcular el vector de Poynting a partir de (23) reemplazando las expresiones halladas para E y H.
Esto es

Re (E (r,¢,z,t) x H* (r, ¢, 2,1))
2

Re (E (r,¢,2) T x H* (1, ¢, z) =)
2

(8) (r,,2) =

y luego de hacer esta cuenta

Calculos Auxiliares

PP 2
ExH* = |E, E, 0
H* H H?

= PE,H; — ¢EH; + 2 (E.H} — E,H})

Reemplazando las componentes de E con (25) y las de H con (26) se obtiene lo siguiente:
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2 DENSIDAD DE MOMENTO ANGULAR DE LOS HACES VECTORIALES

= Primer término:

. wir [ cos(ng) ] [ zic, (O0G5) (1) (B f1%n
R s Pt [ (ar e =
_ 7E Ynil anil 1 1Fn cos? (n(b)
T w £l1+4+n +sin? (ng)
_ —7E Y’nil anil Ynil 1Fn 1 cos? (nqb)
o w r \tl+nf ) \£1] \sin® (ng)
_ £E2yn:|:1 w 1 n (anil) 1F¥n —1) [cos? (ne)
T 0P or 5 r +1+n F1/ \sin? (ne)
_ 7E2yn:|:1 9 (=) n (V=) f—14n cos? (ng)
 uw or r —1Fn sin? (ng)
9 (Ynil) ’ vyt ’2 1F¥n cos? (ng
_ ntl 4
B quO ( % or T {1:|:n} {sm (no }‘/
= Segundo término
. wtr [Esin(ng)|] | zic, (QFF)" (1) (GF) [ 150
B = [z {00} /TwEO Sl FEY Gl PRV
— ——E Ynil anil ) 1 Fn icos (ng) sin (ne)
o r :|:1+n cos (n¢) sin (ng)
Ynil 1 2 ¢)
_ _ n+1 P Fn sm n
= Uw EoY ( { } r il + n})
9 (Ynil) 1 (V=) 1 sm 2n¢)
. e ntl [ Y \Up ) P +n
_ WEOY < L {ﬂ}+ - il—i—n} {
_ € o nt 9 (anil)* (anil) Fl+n sin (2n¢
C pw EoYy <:F ar + 7 Fl—n 2
_ € rocadn 9 (Ynil Ynil +1 —n] ) sin (2n¢)
= oYy (FD () (jF B +14n 5
9 (Ynil) (Ynil 1 F n sin 2n¢
— ntl [ _ P
B iuw EOY ( or T 1 3= n
_ ic o nt10 (Ynil) ‘ Yl ‘ 1 n sin 2n¢
B :tuinO ( Y or r 1 + n
= Tercer término
. wit [Esin(ng) ] | zie L O (V)" ftsin (ng)
Brily = [EOYP { cos (ne) e 0 0z cos (ng) 4
_ i gy 00 fsin? (ne))
pw 0P 0z cos? (ne)
= Cuarto término
. w1 § cos(ng) ] | zic , O (V1) [—cos (ng)
s = [EOYP {i sin (n¢)}] l,uw T 9z | Tsin(ng) s
0 (Yn ) cos? (ng)
_ = ntl” \"p /]
= EOY 9 {Sing (n¢>)} v
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2 DENSIDAD DE MOMENTO ANGULAR DE LOS HACES VECTORIALES

Juntando todo

ExH* = #E,H; — ¢EH; + 2 (E.H} — E,H})
. 9 (yn+l * yn+l 2 2
— ’FEES _}/p’ﬂ,:l:l ( P ) o | P | 1 +n CF)S2 ('I’L(b) + ...
Uw or r 1+n sin® (ng)
n 0 Yn:l:l * Yn:l:l 2 .
= ¢£E§ _ynEl ( P ) _ ‘ P ‘ 1Fn sin (2n¢) +
Hw © or r 1+n 2
42 _i_c 2y n+l 9 (anil)* sin” (ng) _ E 2y ntl 9 (anil)* cos” (ng)
z pw 0P Oz cos? (ng) pw 0P 9z sin? (n¢)
. 7w * - 2 . . *
B [( @034 IR 15 (, feo 0] i) 005
Wi p or 7 1+n sin? (n¢) 2 p 0z
se obtiene
icE] _vntl 8(anil)* _ |anil |2 I1¥n . [cos? (n¢) asin(2n¢) \ _ sy ntl G(anil)*
Re ( wuo |:< Y;J or T 1+n r sin2 (77,()25) + ¢ 2 ZYP 0z
(8) (r,¢,2) =

2

donde no se debe olvidar que los tnicos objetos que tienen dependencia con las coordenadas r y z son las Yp”j[1 (r,z) vy la
coordenada ¢ sdlo se encuentra dentro de las funciones trigonométricas.

Por dltimo se pueden utilizar las expresiones (22) y luego (21) para obtener la densidad de momento angular

Calculos Auxiliares

La densidad de momento angular es
i = rmx{g)
r x (S)
(r x S)
_ Re(rx (ExH"))
B 2c2
El producto vectorial es
P 2
rx (ExH") = |r 0 =z
S, S S,
= —#284+ @ (25, —7S.) + 275,
o n * - 2 .
5 iﬁ _Ynﬂa(Y;a ) _ |Y;ai1 " f1¥n Zs1n(2n¢) y
Wh P or r 1+n 2
. E3 2 «
= ) icEg o[ —ynEt o (Y1) _ |5 (150 cos? (ng) Lyt o (Y= y
= oo U \s2(o) [ T T os
o n * - 2 .
3 F icEj _Yn:tla (Y;? il) _ | i =1 | 1F¥n 7nsm (2ng) p
Wit » or r 1+n 2
* 2
_ ZCES n+1 0 (Y;ﬂil) i Y;)nil | 1 Fn R . sin (2n¢) N 0082 (n(b)
S wp <_Yp o Lanf ) |BFP2FE) =+ 2 G2 ey (| T
Q n+1)*
4 ¢ZCE3 Y;)nil 9 (YP 1) v
Wi 0z
se obtiene
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3 HACES DE LAGUERRE-GAUSS ESCALARES

Haz de Laguerre-Gauss vectorial - Densidad de momento angular de una Gnica componente

cos? (ng)

- 2.2\ sin(2n¢) g
(FrzF2r) =5 + ¢ 2 {SmQ (ne)

} +é GpEl(r,2)

=0 F’rl:l:l,rz
e | o (r,z) "

o (yn+! *
th:l:l (7", Z) def _rypn:tl ( p ) _ iy;)n:tl |2 {1 + n}

donde &y L+n
F) (Ynil) * '
+1 def +1 p
GZ (r,z) = rYp" —

En este resultado es fcil ver que el momento angular neto para una superficie de z constante, [ dr [ d¢ 7, es nulo.
Para obtener un momento angular neto distinto de cero se deben considerar los haces de Laguerre-Gauss escalares, que se
desarrollardn en las proximas secciones. Estos haces pueden obtenerse, por ejemplo, haciendo pasar un haz vectorial por un
polarizador lineal. En este caso todos los efectos de la polarizacion se anulan y se obtiene una onda con una tnica polarizacion.
En consecuencia se puede dar un tratamiento escalar y, como se verd a continuacién, en este caso el momento angular neto
es distinto de cero.

3. Haces de Laguerre-Gauss escalares

Si bien las ondas electromagnéticas poseen un caracter vectorial, existe toda una rama de la éptica que trata a estas
manifestaciones ondulatorias como un fenémeno de naturaleza escalar. Esto es posible en una regién sin cargas ni corrientes
libres. Bajo estas condiciones las ondas electromagnéticas se pueden representar en forma rigurosa mediante una onda
escalar [5].

En el caso de los haces de Laguerre-Gauss existen haces escalares dados por la siguiente expresion [11, eq. (1)], [8, eq.
(12.21)], [9, eq. (64)]

Haz de Laguerre-Gauss escalar

7"22 . — Z
= v\ 2 e—#"@wﬁﬂ—@—i@pﬂewntan l(a)eiw
W (2) \W (2) PoAW2(2)

LG, = (27)

donde Z es la amplitud, W (z) = Woq/ i:;i es el radio del haz siendo zy el Rayleigh range, LL“ (2) son los polino-
R

mios asociados de Laguerre dados por (19), p € NU {0} es el indice radial y ¢ € Z indica el modo azimutal [9, pag.

647].

Nota Se suele usar = = 4/ Fpi% como constante de normalizacién de modo tal que los modos estén

normalizados en el plano transversal segin [[ dz dy | LGy |> =1 [8, sec. 12.3.2].

Los haces de Laguerre-Gauss escalares portan un momento angular orbital (OAM) por tener una fase helicoidal dada por
el término e*? sin importar la distribucién radial del haz [11].

3.1. Distribucion de intensidad y de fase de los haces de Laguerre-Gauss

Para comenzar a entender estos haces dados por (27), cuya expresién no es para nada trivial, es conveniente visualizar
algunos ejemplos graficos. Lo primero que se ha de notar es que la distribucién de intensidad posee simetria cilindrica. Ademas
a medida que se aumenta £ la intensidad se distribuye en valores mas grandes de r, en tanto que aumentar p aumenta la
cantidad de picos de intensidad radiales. En la figura 1 se pueden visualizar algunos ejemplos.
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3.1 Distribucion de intensidad y de fase de los haces de Laguerre-Gaugs HACES DE LAGUERRE-GAUSS ESCALARES

oS - ‘ . » .

Figura 1: Distribuciones de intensidad para algunos valores de p y ¢ de los haces de Laguerre-Gauss
escalares.

El aspecto méas importante de estos haces es su distribucién de fase, la cual les brinda la caracteristica de portar momento
angular [11]. La distribucién de fase se caracteriza por ser helicoidal, es decir que las superficies de fase constante forman
hélices (salvo para £ = 0 que se tienen ondas planas). El nimero de “aspas” de las hélices estd determinado por |£], y el
sentido de giro por el signo de ¢. La relacién con el momento angular, como se vera mas adelante, es que la cantidad de
momento angular se relaciona con | £| y su orientacién (a lo largo de 2) con el signo de ¢.

En la figura (2) se pueden visualizar cuatro gréficos en los que se muestra tanto la intensidad como la fase para el plano
z = 0 de estos haces. Sobre el grafico de fase se ha anadido una flecha que indica el sentido de giro como asi también se ha
superpuesto el polinomio de Laguerre correspondiente que da origen a los quiebres de fase (debido al cambio de signo de este
polinomio). En el apéndice A se adjunta el cdigo utilizado para realizar estos gréficos.
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3.1 Distribucién de intensidad y de fase de los haces de Laguerre-Gaugs HACES DE LAGUERRE-GAUSS ESCALARES

Intensity Phase Intensity Phase

1
LGo(r,0,0)

i

Intensity Phase Intensity Phase

. —T g
Referencia para la fase -~ I ]

Figura 2: Griéficos de intensidad y fase para haces escalares de Laguerre-Gauss (27). Se han graficado los
perfiles de intensidad y fase en el plano z = 0. En azul sobre los gréaficos de fase se ha anadido la expresién
(19) evaluada en (r,0,0). Las flechas celestes sobre el grafico de fase indican el sentido en que ésta crece.

En los gréficos de la figura 2 se ha indicado con una flecha sobre el grafico de fase el sentido en que ésta crece. Como se
puede ver los modos con £ > 0 poseen un sentido de incremento de fase mientras que los modos con ¢ < 0 poseen el inverso.
Ademés se puede visualizar que los puntos en los que existen singularidades de fase poseen amplitud nula.

Otras bases para haces paraxiales...

Es interesante notar que los modos de Laguerre-Gauss dados por (27) forman una base para la representacién de
haces paraxiales® y que no son la tinica base posible. Existen otras bases posibles para representar este tipo de
haces como la base de Hermite-Gauss y que pueden relacionarse con la base de Laguerre-Gauss [2]. Los haces de
Laguerre-Gauss forman una base conveniente para haces paraxiales que portan momento angular.

Se pueden obtener otras bases, como la base de Hermite-Gauss, realizando una combinacion lineal de los haces de
Laguerre-Gauss [11]. Los haces de Hermite-Gauss no portan momento angular y su fase no es helicoidal. Entonces,
considerando el hecho de que los haces de Laguerre-Gauss portan un momento angular cuyo sentido depende del
signo de ¢, es razonable pensar que un haz compuesto por una combinacién lineal de LGy, y LG_;;, con la misma
proporcién (es decir £ opuesto en uno y en el otro) va a tener un momento angular nulo y resultard entonces, en
particular, en un elemento de la base de Hermite-Gauss. En la figura 3 se muestra un ejemplo (el gréfico se realizd
con el codigo del apéndice A). Como se puede ver la fase ya no tiene un cardcter helicoidal (lo cual indica que el
OAM es nulo) y la distribucién de amplitudes ya no posee simetria cilindrica.

Intensity Phase

Figura 3: Modo de Hermite-Gauss HG ; obtenido como combinacién lineal de los modos de
Laguerre-Gauss LGg ;1 + LGg 1.

%Es decir, haces que resuelven la ecuacién de Helmholtz bajo la aproximacién paraxial.
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4 MOMENTO ANGULAR DEL HAZ ESCALAR

4. Momento angular del haz escalar

Para una onda electromagnética representada por una funcién escalar de la forma

()= (r) et ey, fER
se satisface que la densidad de momento lineal g estd dada por [5]

k2 -
VIV f
4 po

KV f
=] Varg (V)

g(r)

No es dificil verificar que los haces de Laguerre-Gauss escalares dados por (27) son de la forma (28) con lo cual se tiene que
la densidad de momento lineal g es

K —
g= o |LG,.¢ |2 Varg (LG, ¢)

De esta forma se puede obtener la densidad de momento angular

j =

rXxg
K -
T |LGp.e 7 x Varg (LGp )

Haciendo las cuentas

Calculos Auxiliares

Los haces de Laguerre-Gauss escalares dados por (27) se pueden expresar como

La densidad de momento lineal viene dada por

K —
g = k_o | LGy |2 Varg (LGP,€>
£
_ 52 K 27"2 | | Lle‘
W (z) \W?(2) P
T2 ~
Qe 22 + ¢W

2 2 o
2r e_WQEfz)
W2 (z)
p 72 (2g — 2) (2R + 2) 2p+ 4]+ 1
22+ 23" ko (sn+ 2)

— |€| _ r2 g erzz -5 an71 =z
LG, = = _\/§T 1] —2T2 e & 2(=2+:3) Gl (zR)ei%
g W (z) \W (z) AW (2)
= [€] > iko T e +L¢>
= - \/57’ L€l 2r2 6_7356 (2(Z2+Z?a) = ( R) &0
W (z) \ W (2) PoAW2(2)
por lo tanto las funciones ¢ (r) y f () que definen la amplitud y fase, de acuerdo con (28), son
= |
=) V2r € 22 __
_ o W
veod = () B ()¢
r22 2+ +1, [ =z 1
1069 = gy~ 2, e () 4
Se tiene entonces que
1= =
Varg(LGy) = VS
0 98 .0 r2z w+L|+1, _, (= ;
— [— —_—— [— — t —_— R
<T0r+ T8¢+z8z> <2(z2+212%) ko an 2R +k‘o¢
. Tz ~ Al 12 (2r—2) (2r+ % 2p+ | 4|+ 1
= 7‘—2 2+¢)k_+z (R2 )<2R2 ) | | -
2%+ 25 or 2(22 4 2%) ko (2R+§_R>
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4 MOMENTO ANGULAR DEL HAZ ESCALAR

se encuentra que la densidad de momento lineal de un haz escalar de Laguerre-Gauss dado por (27) es

2 \E\ 2 2 2
g(r) = =22 2 e (2 N\ e
W (z) \W?2(2) PoAW2(2)
Tz ~ ¥l | (zr—2) (2R +2) 2p+ 14|+ 1
"2t 2 +¢ﬂ+z 2,22 2
R 0 2(22 + 23) ko (ZR+;)

(1]

(29)

En la figura 4 se pueden ver algunos graficos de la densidad de momento lineal g para distintos modos de Laguerre-Gauss
escalares en el plano z = 0. Ademads se superpuso el perfil de intensidad correspondiente. Es evidente, al mirar estos graficos,
que los haces de Laguerre-Gauss portan un momento angular bien definido. En el apéndice B se lista el cédigo utilizado para
generar los graficos de la figura 4.

(b)

Figura 4: En cada gréafico se muestra en escala de grises el perfil de intensidad de un haz de Laguerre-

Gauss dado por (27) (es decir | LG, ara 2 = 0, Wy = 0,3, 2r = 1, kg = 1. Las flechas representan la
2 ’ 0 )y “R y MO

proyeccién sobre el plano xy de la densidad de momento lineal dada por (29).

Utilizando la expresion obtenida en (29) se puede calcular la densidad de momento angular sencillamente como j = r X g.
Lo que se obtiene es

Calculos Auxiliares

J = rxg
= —f“29¢+€%(29r—7“9z)+2w¢

~ E % 2 1 2
z 2z _ 3(ZR Z)(ZR‘;Z) (2p+\€|+2)7 ze
z 2R 2 (22 +Z2R) ko (ZR+ = ) ko
ZR
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4 MOMENTO ANGULAR DEL HAZ ESCALAR

que la densidad de momento angular para un haz escalar de Laguerre-Gauss es

Densidad de momento angular para un haz escalar de Laguerre-Gauss

s = = () )]

2o, P sbr=2)Grta)  Cplll+Dr
2 2 2
FHzh 22+ k(m+Z) ) ho

A partir de la expresién anterior se puede calcular el momento angular total para una “rebanada” con z = constante, es
decir

= 7 7j(r,¢,z)rdrd¢
=0 $=0

Es de esperarse que la conservacién del momento angular conduzca a un resultado independiente de z. Esto se debe a que
si el momento angular se conserva, éste no puede modificarse a medida que el haz se propaga sin ninguna interaccién. Si se
calcula el momento angular total (para un z fijo) se encontrara que

Calculos Auxiliares

El célculo del momento angular total (para un z fijo) puede expresarse como sigue:

i(z) = 3 (r,¢,2)rdrdg

<

©-

y LTy

L— g L~——~0p3

| LGy, (1, 2) 2 [rf (r,2) + ¢g (r,2) + zki] rdrde
0

3

T
o

donde f y ¢ son dos funciones definidas por la expresién (30). Si se realiza primero la integracién en ¢ se vera que la
integral anterior se simplifica bastante ya que

i@ = [ 1Guelra)P
r=0

/ |LGpe (1, 2) 2 2—7r£7”d7' z
) kO

=0

Ahora se puede reemplazar la expresion de LG, , dada por (27) por lo que

21l T K or? €l 2r? 2 g2
- _ o e (2 Vo d
i@ = 3% WN)QW@Q [p(wwwﬂe e
0
s 2 [ 2 2 2
= Z—WEQ e / 2 LIt 2 e W rdr &
o W2(2) W2 (z) PoAW2(z)
0
Si se realiza ahora el cambio de variable z = W2+(2z) se obtiene finalmente
) = =2 R Ll (z)| e~ da 2
7@ =E 2 "o /m L dz 2
0
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4.1 Combinaciones lineales de haces escalares de Laguerre-Gauss 4 MOMENTO ANGULAR DEL HAZ ESCALAR

Encontré en este link® que

J— T(a) (A1), (B+1),p= &= (—m), ( i L) /b\A
/35 e PP (ax) LP (bz) dx = () ( 7)71!75! )n D ZO o), < ) z;) 5+i )k (p)
0 p

para Re(a) > 0, Re(p) > 0, m,n € N. No sé qué significan los términos como (A + 1), pero aparentemente tiene
solucién analitica ©.

%http://functions.wolfram.com/Polynomials/Laguerrel3/21/02/01/0002/

éste viene dado por

[I]

w\ﬂ

Jj(z)= T

oo
2Dy / :c (@) e de 2

0
Como se puede ver es independiente de z, confirmando asi el resultado que se anticipé de que el momento angular se conserva
a medida que el haz se propaga.

4.1. Combinaciones lineales de haces escalares de Laguerre-Gauss

La expresion (30) para la densidad de momento angular es valida para una tinica componente de Laguerre-Gauss de la
forma dada por (27). Dados dos haces LG,,¢, ¥ LGy, ¢,, s de esperar que por, conservacién del momento angular, la suma
del momento angular total de cada haz debe coincidir con el momento angular total de la superposicién. Sin embargo esto
no es asi para la densidad de momento angular ya que se espera que hayan fenémenos de interferencia. Esto es

{JMM:L+J2
jtotal #]1 +.72
siendo j, la densidad de momento angular dada por (30) y J; el momento angular total dado por J = [ d®r j (). El motivo
de que Jiota1 # J1 + Jo €s el mismo que el caso de la densidad de energia en el experimento de la doble rendija de Young:
debido a que j ~ LGIQ,Z entonces hay que tener en cuenta los fenémenos de interferencia antes de calcular j. Es por ello que
si se desea obtener el momento angular total de una combinacién lineal de haces, la expresién (30) no es valida. Habria que
rehacer la cuenta tomando como punto de partida el campo total.

Con el uso de una computadora se pueden obtener resultados en forma numérica. Para ello se escribié un script de Octave
con el que se realizé toda la cuenta en forma numérica para una combinacién lineal arbitraria de haces de Laguerre-Gauss
dados por (27). La densidad de momento lineal se calculé en forma numérica tomando el gradiente de la fase de la onda
total, y luego el calculo se realizé en forma idéntica al expuesto anteriormente. En el apéndice C se lista el cddigo utilizado.

Ademads de utilizarse para poder visualizar los gréficos, el script permite calcular la suma de momento angular total
realizando una suma numérica de cada uno de los valores discretos calculados.

En la figura 5 se pueden ver tres haces de la base de Laguerre-Gauss, LGg 1, LGo 2 ¥ LGy 3, a los cuales se les ha calculado
en forma numérica el momento angular total, indicado como L_total al pie de cada grafico. Este calculo no tiene en cuenta

los valores fisicos de constantes como ¢ ni el valor de 7, debido a que al tratarse de constantes para todos los haces no aportan
nada significativo al célculo.
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4.1 Combinaciones lineales de haces escalares de Laguerre-Gauss 4 MOMENTO ANGULAR DEL HAZ ESCALAR

(1.0+0.0i)I1p0 (1.0+0.0i)I2p0 (1.0+0.01)I3p0

L_total=1.0e+00 L_total=2.0e+00 L_total=3.0e+00
(a) (b) (c)

Figura 5: Elementos de la base de Laguerre-Gauss a los que se les ha calculado en forma numérica el
momento angular total. En los graficos se ve el gradiente de intensidad de cada onda como un gradiente
de grises y las flechas indican la densidad de momento lineal g.

Utilizando estos tres elementos de la base de Laguerre-Gauss se ensayaron distintas combinaciones lineales, siempre en
forma numérica. En la figura 6a se encuentra la combinacién lineal LG ; + LGy 2. Se puede apreciar que la interferencia da
origen a un haz que ya no posee simetria cilindrica. Sin embargo, como era de esperarse, el momento angular total es la suma
de los dos anteriores. En la figura 6b se observa la misma combinacién lineal pero introduciendo un desfasaje a la segunda
componente, es decir LG 1 + iLGg 2. Nuevamente se observa que el momento angular total es la suma de los momentos
angulares. Finalmente en la figura 6¢ se observa la combinacién lineal en la que la primera componente posee £ = —1, es
decir LGo,—1 + LGg,2. Nuevamente el momento angular total resulta ser la suma de los momentos angulares por separad, a
pesar de que (en ninguno de estos casos) la densidad de momento angular es la suma de las densidades de momento angular.

(1.0+0.00)I1p0 (1.0+0.0i)I1p0 (1.0+0.0i)l-1p0
(1.0+0.00)I2p0 (0.0+1.0i)12p0 (1.0+0.0)I2p0

L —

L_total=3.0e+00 L_total=3.0e+00 L_total=1.0e+00
(2) (b) (c)

Figura 6: Distintas combinaciones lineales de los haces de las figuras 5a y 5b.

Se ensayaron combinaciones lineales de tres haces y se observé el mismo resultado: si bien la densidad de momento no es
la suma de las densidades, el momento total resultante si coincide con la suma de los momentos. En la figura 7a se muestra
la combinacién lineal LGg; + LGg 2 4+ LGg 3z y como se puede ver el momento angular resultante es la suma de los tres
individuales. Lo mismo ocurre para las combinaciones lineales LGg 1 +LGg 2 + LG —3 y LGo,1 + LGo,2 +iLGp,_3 mostradas
en las figuras 7b y 7c. Si bien en estos ultimos dos casos no se obtuvo Lioa; = 0, se considera que los valores encontrados
Son ceros NUMEricos.
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(1.0+0.0i)I11p0
(1.0+0.0i)I12p0
(1.0+0.01)I3p0

(1.0+0.0i)I1p0
(1.0+0.0i)I2p0
(1.0+0.0i)I-3p0

(1.0+0.0)11p0
(1.0+0.0)12p0
(0.0+1.0i)1-3p0

W

L_total=6.0e+00 L_total=-5.4e-03

(b)

L_total=-1.9e-05

Figura 7: Combinaciones lineales de los haces de la figura 5.

Por dltimo se deja registro de una combinacién lineal en la que la amplitud de uno de los haces considerados fue el doble
que la de los demads y lo que se observa es que el momento angular total, como se vio en forma rigurosa para el caso de una
componente, no es lineal con la amplitud pero ain asi la conservacién, obviamente, no se rompe. En la figura 8a se puede
ver un haz con / =2 y p =0y una amplitud de 2. Como se puede ver el momento angular total es cuatro veces el valor para
una amplitud unitaria. Esto se explica mediante el hecho de que j es cuadratico en la amplitud (ver eq. (30)) por lo tanto si
con una amplitud E = 1 se tiene que el momento angular es 2 (ver fig. 5b) entonces para = = 2 se espera que el momento
angular sea 22 = 4 veces més grande, como se obtuvo en forma numérica en la figura Sa.

Por otro lado, la figura 8b muestra una combinacién lineal en la que se utilizé este haz con amplitud 2 junto con los de
las figuras 5a y 5c. En particular la combinacién lineal es LGg 1 +2LGg 2 +7LGg,—3. El momento angular total que se obtuvo
en forma numérica, como se puede ver al pie de la figura 8b, coincide con la suma de los momentos angulares de cada uno
de los haces intervinientes en la combinacién lineal.

(2.0+0.0i)I2p0 (1.0+0.0i)I11p0
(2.0+0.00)I2p0

(0.0+1.0i)I-3p0

L_total=8.0e+00 L_total=6.0e+00

(a) (b)

Figura 8: Graficos que muestran la no linealidad del momento angular con la amplitud de la onda pero
aun asi la conservacion se sigue satisfaciendo. (a) El mismo haz de la figura 5b pero con una amplitud
de 2, se obtiene cuatro veces el momento angular total que en el caso con amplitud 1 (fig. 5b. (b) Una
combinacién lineal utilizando el haz de (a) en la que se sigue verificando la conservacién del impulso angular
total.

5. Conclusiones

Sobre lo realizado...

Se estudio la deduccion rigurosa de los haces de Laguerre-Gauss vectoriales (campo eléctrico y campo magnético) a partir
de las leyes fundamentales del electromagnetismo clasico: las ecuaciones de Maxwell. Se analizé en detalle la aproximacién
paraxial y se estudié cualitativamente su rango de validez.

Habiendo obtenido la expresion de los haces de Laguerre-Gauss vectoriales se calculd su densidad de momento angular a
partir de primeros principios, y luego ésta se integré para obtener el momento angular total. Contrario a lo que se esperaba,
se obtuvo que el momento angular total de estos haces es nulo. Se intenté recuperar el resultado esperado a partir de realizar
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distintas combinaciones lineales de los haces de Laguerre-Gauss vectoriales pero ninguna de las ensayadas mostrd tener un
momento angular neto distinto de cero.

En vistas del resultado anterior se procedié a realizar un estudio de los haces de Laguerre-Gauss escalares, conocidos
por portar un momento angular neto distinto de cero. Esta vez no se realizé una deduccién rigurosa sino que se adopto
su expresion a partir de referencias de trabajos anteriores, citadas en el desarrollo del presente documento. Tomando como
punto de partida esta expresion se realizo el cdlculo riguroso de la densidad de momento angular de estos haces. Se estudié
la conservacién del momento angular total a medida que estos haces se propagan y se verificaron los resultados esperados.

Por dltimo se realizé un estudio sobre la conservacién del momento angular total en combinaciones lineales de haces
de Laguerre-Gauss escalares. Para ello el procedimiento adoptado fue numeérico, mediante calculos con computadora. Si
bien este tipo de andlisis no permitié garantizar la conservacién del momento angular en forma explicita para cualquier
combinacién lineal, ya que no se obtuvo una expresién matematica que asi lo verifique, si permitié verificar que en todos
los casos particulares en los que indagé la conservacion fue valida. Ademads permitié visualizar los campos vectoriales y de
intensidad resultantes en cada caso de una manera muy versatil.

Sobre lo que no se pudo hacer...

Queda abierta la discusién sobre el momento angular de los haces vectoriales y su relacién con los haces de Laguerre-Gauss
escalares. Como se menciond, se obtuvo el inesperado resultado de que los haces de Laguerre-Gauss vectoriales no portan un
momento angular neto. Al menos no en la forma en que se los encontrd en este trabajo.
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A CODIGO UTILIZADO PARA GRAFICAR LOS MODOS DE LAGUERRE-GAUSS ESCALARES

A.

Codigo utilizado para graficar los modos de Laguerre-Gauss escalares

En este apéndice se adjunta el cédigo de Octave 4.0.0 utilizado para generar los graficos de los modos escalares de
Laguerre-Gauss (fig. 2) y cualquier combinacién lineal de igual peso entre ellos (fig. 3).

Script principal

=W N =

0 3 O Ot

10

12
13

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

38

39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49

chfc

close all
clear all
more off

set (0,’defaultlinelinewidth’,2) ;

TITLE_FONT_SIZE = 13;

AXIS_LABEL_FONT_SIZE = 10;

AXIS_TICKS_FONT_SIZE = 10;

COLORES = {[0 0 0], [1 0 0], [0 .7 01, [0 0 1], [t .5 01, [0 .7 .71, [.7 O .71};

X_mm = 200;
PROPORCION = [1 0.34]; x_pixels = X_mm*3.779527559xPROPORCION (1); y_pixels =
round (PROPORCION (2) *x_pixels);

wO = 0.3;
zR = 1;
k0 = 1;
z = 0;

N_PUNTOS_MALLADQ = 100e3;

x = linspace(-1,1,sqrt (N_PUNTOS_MALLADO))’;

y = linspace(-1,1,sqrt (N_PUNTOS_MALLADO)/2)’;
[xx, yy] = meshgrid(x, y);

phi = atan(yy./xx);

phi(find (xx<0 & yy>0)) += pi;

phi(find (xx<0 & yy<0)) -= pi;
n_componentes = input ("Numero de  componentes?_ -->,");
for k = 1:n_componentes

disp(sprintf (’Componente numero%i:’, k));

1{k} = input(’,Valor,de, "1"?,°);
pi{k} = input(’ Valor,de,"p"?7u,’);

if k == 1
EE = 1lg_mode(sqrt(xx."2+yy."2), phi, z, [wO0, zR, p{k}, 1{k}, k0]);
else
EE += lg_mode(sqrt(xx. 2+yy."2), phi, z, [w0, zR, p{k}, 1{k}, k01);
end
end
figure(’Position’,[0,0,x_pixels,y_pixels]); hold on; clear("leyenda"); clear("graf
e
subplot (1, 2, 1);
hold on;
title(’Intensity’, ’FontSize’, TITLE_FONT_SIZE);

meshz (xx, yy, (abs(EE)./max(max(abs(EE))))."2);
shading interp;
if n_componentes == 1
text (1, -1, .5, sprintf (’1l=%i\np=%i’, 1{1}, p{1}), ’FontSize’, 20)
end
axis([-1, 1, -1, 1, 0, 11);
axis off;
view([-1, -0.7, 0.71])
subplot (1, 2, 2);
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A CODIGO UTILIZADO PARA GRAFICAR LOS MODOS DE LAGUERRE-GAUSS ESCALARES

50| hold on;

o1
52
53
o4
95
o6
57
58
59
60

61
62
63
64

Func

Ul W N~

6

Func

1
2
3
4
)
6
7
8

9

Func

1
2
3
4

title (’Phase’, ’FontSize’, TITLE_FONT_SIZE);
argE = arg(EE);

imagesc(xx, yy, argE);

caxis ([-pi, pil);

if n_componentes == 1
color_asd = [.01 .01 .99];
eje_r = linspace (0, 1);
campo_en_x = 1lg_mode(eje_r, 0, z, [w0, zR, p{1}, 1{1}, k01);
plot(eje_r, campo_en_x./max(abs(campo_en_x)), ’Color’, color_asd);
text(-.9, .8, sprintf(’LG_%i~{%i}(r,0,0)’, p{1}, 1{1}), ’Color’, color_asd, °’
FontSize’, 15, ’FontWeight’, ’bold’);
end
axis([-1, 1, -1, 11);

axis off;
colormap (my_colormap());

ion laguerre_asociado
function L = laguerre_asociado(x, n, k)
L = 0;

for 1 = O:n
L += nchoosek(k+n, n-1).*x(-x)."1./factorial(l);
end
end

ion 1g_mode

function retval = 1lg_mode(r, phi, z, params)
w0 = params (1) ;
zR = params (2);
p = params(3);
1 = params (4);
k0 = params (5);
w = wO.xsqrt((z.72+zR"2)./2zR"2);
retval = sqrt(2xfactorial(p)/pi/factorial (p+abs(l)))./w.x(r.*sqrt(2)./w). abs(1l
) .xlaguerre_asociado(2.*xr."2./w.”2, p, abs(l)) .*exp(-r."2./w."2) .*xexp(i*1l.*phi)
.kexp(i.xk0.*r."2.xz./2./(z.72+2R"2)) .*xexp (-i*x(2*p+abs (1) +1) .*atan(z./zR));
end

ion my_colormap

function retval = my_colormap()
COLOR_INICIAL = [0, 0O, 0];
COLOR_FINAL = [1, 1, 1].%.9;
retval = [linspace (COLOR_INICIAL(1),COLOR_FINAL(1))’, 1linspace(COLOR_INICIAL
(2) ,COLOR_FINAL(2))’, linspace (COLOR_INICIAL(3),COLOR_FINAL(3))’];
end
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B CODIGO UTILIZADO PARA GRAFICAR LOS VECTORES DE POYNTING

B.

Codigo utilizado para graficar los vectores de Poynting

A continuacién se deja el codigo utilizado con el programa Octave 4.0.0 para realizar los graficos de la figura 4. Se
utilizaron algunas funciones del apéndice A.

Script principal

=W N =

0 3 O Ot

10

12
13

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51

chfc

close all
clear all
more off

set (0,’defaultlinelinewidth’,2) ;

GUARDAR_GRAFICOS.SVG =
GUARDAR_GRAFICOS.PNG = O0;

|
o

GUARDAR_GRAFICOS.PDF = 0;
X_mm = 40;
PROPORCION = [1 17; x_pixels = X_mm*3.779527559*xPROPORCION(1); y_pixels =

round (PROPORCION (2) *x_pixels);

wO = 0.3;
zR = 1;
k0 = 1;

z = 0;

1 input (’Valor de "1"?7,’);

p = input (’Valor,de,"p"7,’°);
N_PUNTOS_MALLADO_VECTOR = 1000;
N_PUNTOS_MALLADO_INTENSIDAD = 100e3;

TITULO_GRAFICO = sprintf(’l%ip%i’, 1, p);

figure(’Position’,[0,0,x_pixels,y_pixels]); hold on; clear("leyenda"); clear("graf
%

set (gca, "position", [.01,.01,.98,.98])

x = linspace(-1,1,sqrt(N_PUNTOS_MALLADO_INTENSIDAD))’;

y = linspace(-1,1,sqrt(N_PUNTOS_MALLADO_INTENSIDAD))’;

[xx, yy] = meshgrid(x, y);

phi = atan(yy./xx);

phi(find (xx<0 & yy>0)) += pi;

phi(find (xx<0 & yy<0)) -= pi;

phi(find (xx<0 & phi==0)) = -pi;

imagesc(xx, yy, abs(lg_mode(sqrt(xx. 2+yy.~2), phi, z, [wO, zR, p, 1, k0])));

colormap (my_colormap ());

X linspace(-1,1,sqrt (N_PUNTOS_MALLADO_VECTOR)) ’;
v linspace(-1,1,sqrt (N_PUNTOS_MALLADO_VECTOR)) ’;
[xx, yy] = meshgrid(x, y);

phi = atan(yy./xx);

phi (find (xx<0 & yy>0)) += pi;

phi(find (xx<0 & yy<0)) -= pi;

phi(find (xx<0 & phi==0)) = -pi;

[Px, Py, Pz ] = poynting_laguerre(sqrt(xx. 2+yy.~2), phi, z, [wO, zR, p, 1, k0]);
Pr = sqrt(Px.”2 + Py."2);

Pr = Pr.".5;

Px_temp = Pr.*Px./sqrt(Px."2+Py."2);

Py = Pr.*Py./sqrt(Px."2+Py."2);
Px = Px_temp;
quiver (xx, yy, Px, Py, 1, ’Color’, ’k’, ’LineWidth’, .5);
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92
93
54
55
56
o7
o8
59

60
61
62
63
64
65
66
67
68

text(-.9, -.9, sprintf(’1=%i,yp=%i’, 1, p), ’Color’,

axis(’square’);
axis (’off’);
axis (’tight’);

XY_RATIO = sprintf("-S%i,%i", x_pixels, y_pixels);

||, u_n);

TITULO_GRAFICO, ",
if (GUARDAR_GRAFICOS.

SVG)

print (sprintf ("%s.svg", ARCHIVO_IMAGEN),’-dsvg’

end

if (GUARDAR_GRAFICOS
print (sprintf ("%s.

end

if (GUARDAR_GRAFICOS.
print (sprintf ("%s.

end

Funcién k_laguerre

O © 00~ O ULk W~

—_

11
12
13

function [kx, ky, kz]

w0 = params (1) ;
zR = params (2);
p = params(3);
1 = params (4);

k0 = params (5);

.PNG)

png n

PDF)
pdf n

, ARCHIVO_IMAGEN),’-dpng’

, ARCHIVO_IMAGEN),’-dpdf”’

[(1,1,11);

ARCHIVO_IMAGEN = strrep/(

B

B

3

XY_RATIO);

’-r200°, XY_RATIO);

XY_RATIO);

= k_laguerre(r, phi, z, params)

w = wO.*sqrt((z."2+zR"2)./2zR"2);
kr = kO0.*r.*xz./(z.72+zR."2);

kphi = 1./r;

kz = kO.*r. 2.*%(zR-z) .*%(zR+z) ./2./(z.72+2R.72) .72 + (2.*p+abs(l)+1)./(zR+z.72./

kx = kr.*cos (phi)

end

Funcién poynting_laguerre

function [Px, Py, Pz]
w0 = params (1) ;
zR = params (2);
p = params(3);
1 = params(4);
k0 = params (5);

- kphi.*sin(phi);
ky = kr.*sin(phi) + kphi.*cos(phi);

= poynting_laguerre(r, phi,

w = wO0.*sqrt((z."2+zR"2)./2zR"2);
[Px, Py, Pz] = k_laguerre(r, phi, z, params);

Px_temp = Px./sqrt
Py_temp Py./sqrt
Pz_temp = Pz./sqrt
temp = abs(lg_mode
Px = Px_temp.*temp
Py = Py_temp.*temp
Pz = Py_temp.*temp
end

(Px.
(Px.
(Px.
(r,

’

"2 + Py."2 + Pz."2);
"2 + Py."2 + Pz."2);
"2 + Py."2 + Pz."2);
phi, z, params)).”2;
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C CODIGO UTILIZADO PARA EL CALCULO NUMERICO DEL MOMENTO ANGULAR

C. Coadigo utilizado para el calculo numérico del momento angular

A continuacién se lista el codigo de Octave 4.0.0 utilizado para realizar el calculo numérico del momento angular total
de una combinacién arbitraria de haces de Laguerre-Gauss escalares. Con este codigo se realizaron, ademas, los graficos de
las figuras 5a, 6a, 7a, etc.

Nota Al realizar el célculo del gradiente de la fase (funcién numerical_momentum) en forma numérica, es posible que en
ciertas ocasiones el resultado no sea el esperado. En particular esto ocurre cuando se intenta calcular el gradiente justo
sobre (o muy cerca de) una singularidad de fase. La solucién quick and dirty que encontré para esto es agregar un cierto
grado de aleatoriedad a los puntos x e y en los que se va a realizar el cdlculo (ver lineas 55 y 56 del script principal) y

de esta forma, con probar dos o tres veces, en general se logran evitar las singularidades de fase.

Script principal

=~ W N~

0 3 O Ot

N=}

10

12
13

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

29

30
31

32

33
34
35
36
37
38
39
40
41

(AL

close all
clear all
more off

set (0,’defaultlinelinewidth’,2) ;

GUARDAR_GRAFICOS.SVG 0;
GUARDAR_GRAFICOS.PNG = O0;

GUARDAR_GRAFICOS.PDF = 1;
X_mm = 40;
PROPORCION = [1 1]; x_pixels = X_mm*3.779527559xPROPORCION (1) ;

round (PROPORCION (2) *x_pixels);

N_PUNTOS_MALLADO_VECTOR = 1000;
N_PUNTOS_MALLADO_INTENSIDAD = 100e3;

w0 = 0.3;

zR = 1;

k0 = 1;

z = 0;

n_componentes = input ("Numero de  componentes? -->,");
for k = 1:n_componentes

disp(sprintf (’Componente numero,%i:’, k));
1{k} = input(’,Valor,de, "1"7?,°);
pi{k} = input(’ Valor,de,"p"?7,’);

factor{k} = input(’, Pesoenla ,combinacidén, lineal? ’);

if == 1

y_pixels =

str = sprintf(’(%.5e+%.5e*xi)*1lg _mode(r,,yphi,uz, [%.5e,u%.5e,u%.5e,u%.5e,u%.5

e])’, real(factor{k}), imag(factor{k}), w0, zR, p{k},
TITULO_GRAFICO = sprintf(’scalar,(%.1f+%.1£f*xi)*1%ip%i’,

imag (factor{k}), 1{k}, p{k});
else

real (factor{k}),

str = [str, sprintf(’,+,(%.5e+%.5e*xi)*1lg mode(r, phi, z, [%.5e,.%.5e,,%.5¢e,

%h.5e,,%.5e])’, real(factor{k}), imag(factor{k}), w0, zR, p{k},

k0)1];

TITULO_GRAFICO = [TITULO_GRAFICO sprintf (’ +,(%.1f+%.1f*i)*1%ip%i’, real(

factor{k}), imag(factor{k}), 1{k}, p{kP)1];
end

end

E = inline(str);

figure(’Position’,[0,0,x_pixels,y_pixels]);

hold on;

set (gca, "position", [.01,.01,.98,.98])

x = linspace(-1,1,sqrt(N_PUNTOS_MALLADO_INTENSIDAD))’;
y = linspace(-1,1,sqrt (N_PUNTOS_MALLADO_INTENSIDAD))’;

29

Matias Senger



C CODIGO UTILIZADO PARA EL CALCULO NUMERICO DEL MOMENTO ANGULAR

42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52

93

54
95

o6

o7
o8
99
60
61
62
63

64
65
66
67
68
69
70
71
72

73
74
75
76
7
78
79
80
81

82
83
84
85
86
87
88
89
90

[xx, yy] = meshgrid(x, y);

phi = atan(yy./xx);

phi(find (xx<0 & yy>0)) += pi;
phi(find (xx<0 & yy<0)) -= pi;
phi(find (xx<0 & phi==0)) = -pi;

imagesc(xx, yy, abs(E(phi,sqrt(xx. 2+yy."2),z)).72);
colormap (my_colormap ());

x linspace(-1,1,sqrt (N_PUNTOS_MALLADO_VECTOR)) ’;
y = linspace(-1,1,sqrt(N_PUNTOS_MALLADO_VECTOR)) ’;
x(find (x==0)) += diff(x) (1)=*.1;

y(find (y==0)) += diff(y) (1)*.1;

[xx, yy] = meshgrid(x, y);
xx += randn(size(xx)) .*(diff(xx’) (1)*0.1);

yy += randn(size(yy)) .*(diff(yy ) (1)*0.1);
phi = atan(yy./xx);

phi(find(xx<0 & yy>0)) += pi;
phi(find (xx<0 & yy<0)) -= pi;
&

phi(find (xx<0 phi==0)) = -pi;

[gx, gy, gz 1 numerical_momentum (sqrt(xx. 2+yy.~2), phi, z, E);
L_total = calcular_momento_angular_total (xx,yy,gx,gy)

quiver (xx, yy, gx, gy, 1, ’Color’, [0,0,0], ’LineWidth’, .5);

for k = 1:length(1l)

text (-.97, .9-.2x(k-1), sprintf(’(}.1f+%.1fi)1%ip%i’,real(factor{k}), imag(
factor{k}) ,1{k},p{k}), ’Color’, [1,1,1]1);

end

text (-.97, -.9, sprintf(’L_total=Y.1le’, L_total), ’Color’, [1,1,1]);

axis (’square’);

axis (’off’);
axis (’tight’);

XY_RATIO = sprintf("-S7i,%i", x_pixels, y_pixels); ARCHIVO_IMAGEN = strrep(
TITULO_GRAFICO, ", ", "_");

if (GUARDAR_GRAFICOS.SVG)
print (sprintf ("%s.svg", ARCHIVO_IMAGEN),’-dsvg’, XY_RATIO);
end
if (GUARDAR_GRAFICOS.PNG)
print (sprintf (" %s.png", ARCHIVO_IMAGEN),’-dpng’, ’-r200°’, XY_RATIO);
end
if (GUARDAR_GRAFICOS.PDF)
print (sprintf ("%s.pdf", ARCHIVO_IMAGEN),’-dpdf’, XY_RATIO);
end

Funcién numerical_momentum

1
2

function [gx, gy, gz] = numerical_momentum(r, phi, z, E)

30 Matias Senger



C CODIGO UTILIZADO PARA EL CALCULO NUMERICO DEL MOMENTO ANGULAR

3 only_x = Q@(f,yv,zv) Q@(x) f(x,yv,zv);

4 only_y = @(f,xv,zv) @(y) f(xv,y,zv);

5 only_z = @(f,xv,yv) @(z) f(xv,yv,z);

6 gradient3 =@(f,x,y,z) [gradient(only_x(f,y,z),x,1e-3),gradient (only_y(f,x,z),y
,1e-3) ,gradient (only_z(f,x,y),z,1e-3)1];

7

8 for i = 1:size(r) (1)

9 for j = 1:size(r)(2)

10 a = gradient3(inline(’arg(E(phi,r,z))’), phi(i,j), r(i,j), z);

11 grad_phi(i,j) = a(1);

12 grad_r(i,j) = a(2);

13 grad_z(i,j) = a(3);

14 end

15 end

16 grad_phi = grad_phi./r;

17 grad_x = grad_r.*cos(phi) - grad_phi.*sin(phi);

18 grad_y = grad_r.*xsin(phi) + grad_phi.*cos(phi);

19

20

21

22

23

24

25

26 EE = E(phi, r, z);

27

28 gx = grad_x.*xabs(EE) . 2;
29 gy grad_y .*abs (EE) .~ 2;
30 gz grad_z.*abs (EE) ."72;
31
32
33
34
35
36

37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48| end

Funcién my_colormap

1| function retval = my_colormap ()

2 COLOR_INICIAL = [0, O, O];

3 COLOR_FINAL = [1, 1, 1].%.9;

4 retval = [linspace (COLOR_INICIAL(1),COLOR_FINAL(1))’, linspace (COLOR_INICIAL (2)
,COLOR_FINAL(2))’, linspace(COLOR_INICIAL(3),COLOR_FINAL(3))°’];

5| end
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Funcién 1g_mode

1
2
3
4
)
6
7
8

9

function retval = 1g_mode(r, phi, =z, params)
w0 = params (1) ;
zR = params (2);
p = params (3);
1 = params (4);
k0 = params (5);
w = wO.xsqrt((z."2+zR"2)./2zR"2);
retval = sqrt(2xfactorial(p)/pi/factorial(p+abs(l)))./w.x(r.*sqrt(2)./w). abs(1l
) .*laguerre_asociado(2.*r."2./w."2, p, abs(l)) .*xexp(-r."2./w."2) .xexp(i*1.*phi)
.kexp(i.xk0.*r."2.%x2z./2./(z.72+2R"2)) .*xexp(-i*x(2*p+abs (1) +1) .*atan(z./2zR));
end

Funcién laguerre_asociado

1
2
3
4
)
6

function L = laguerre_asociado(x, n, k)
L = 0;
for 1 = O:n
L += nchoosek(k+n, n-1).*x(-x)."1./factorial(l);
end
end

Funcién calcular_momento_angular_total

N =

function L = calcular_momento_angular_total(x,y,Px,Py)
L = sum(sum((x(l:end-1,1:end-1) .*Py(l:end-1,1:end-1) - y(l:end-1,1:end-1) .%*Px
(l1:end-1,1:end-1)) .xdiff(x’)’(l:end-1,:) .*diff(y) (:,1:end-1)));

end
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