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El presente documento fue redactado por un estudian-
te como parte de la presentacién final de la materia Teoria
Cuéntica de Campos. Presenta una introduccién al modelo
de Wess-Zumino adaptada del capitulo 11 del libro Quan-
tum Field Theory de L. H. Ryder de 1996. Se trata de un
lagrangiano compuesto por un campo campos espinoriales y
escalares que es invariante frente a transformaciones de super-
simetria. Las transformaciones de supersimetria son transfor-
maciones que mezclan los campos bosénicos y los fermiénicos.

La adaptacién aqui presentada hace énfasis en entender el
tema de supersimetria. Es por ello que se omitié toda parte
de cédlculos innecesarios que no aporten (por ejemplo la pri-
mera parte del capitulo) y ademds se desarrollaron en forma PP—
més detallada otros célculos.
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2 EL MODELO DE WESS-ZUMINO ON-SHELL

1. Introduccion

La supersimetria, propuesta por primera vez en la fisica de particulas en 1974 por Wess y Zumino, es un tipo de simetria que
relaciona fermiones con bosones. Un lagrangiano puede (o no) ser supersimétrico. Esto quiere decir que dado un lagrangiano
con campos bosénicos y fermiénicos y dada una transformacion tal que el resultado mezcla estos campos, la accién que se
deriva de este lagrangiano puede (o no) ser invariante ante esta transformacién. Cuando esto sucede se dice que el lagrangiano
(o la teorfa) es supersimétrico.

A pesar de la ausencia de pruebas experimentales acerca de si la supersimetria juega algin papel relevante en el universo,
se ha desarrollado mucho trabajo teérico en el tema. Entre otros resultados teéricos de la supersimetria se pueden mencionar
dos: por un lado la gran unificacién de la fuerza electrodébil con la fuerza fuerte se vuelve exacta si se consideran teorias
supersimétricas y por otro una supersimetria local brinda un marco que permitiria incluir a la gravedad en una teoria cuantica
de campos. En este ultimo caso la gravedad entraria en la teoria como un campo sin masa de espin 2, dando lugar a lo que
se conoce como supergravedad. Teorias supersimétricas también introducen candidatos para la materia oscura.

En este trabajo se estudiard un modelo muy simple que no hace referencia al concepto de particulas. Se trata del modelo
de Wess-Zumino que posee un campo espinorial de Majorana y dos (o cuatro) campos escalares reales. Se definird una
transformacién supersimétrica y se estudiaran algunas de sus propiedades.

2. El modelo de Wess-Zumino on-shell

El modelo de Wess-Zumino on-shell propone el lagrangiano

& = % (8,A)° + % (8,B)* + ﬁ@w?ﬂ (2.1)

donde A y B son campos escalares reales (bosones de espin cero sin carga), ¥ es un espinor de Majorana (ver box 1)y 0
7 % F 7’ .
se define segin 0 , = 0, — 0 ,. Obsérvese que los campos son sin masa.

El espinor ¥ es un espinor de Majorana si
¥ =0 (2.2)

€ 7T . . .7 . 7
con ¥¢ = CT" donde C es la matriz de conjugacién de carga (ver box 2 sobre conjugacion de carga).

i Qué representan los espinores de Majorana? ¥ es la antiparticula de ¥, con lo cual ¥ = U< implica que ¥
es su propia antiparticula. Los espinores de Majorana (fermiones de Majorana en general) son particulas de espin %,
sin carga, que son su propia antiparticula. El fotino, la particula supersimétrica del foton, es un espinor de Majora-

na.

La conjugacion de carga es la operaciéon que convierte a una particula en su antiparticula. En el espacio de espino-
res esta operacion se representa mediante una matriz C' (la del teorema CPT) que satisface [1, eq. (10.11)]

{ o (2.3)
cT=-c '

Para un espinor ¥ se tiene que
e = Cou" (2.4)

es el espinor conjugado por carga donde T = (\IIJWO)T es el espinor conjugado de Dirac transpuesto.

El objetivo va a ser verificar que la accién que se deriva de £ es invariante ante una transformacion supersimétrica que
mezcla los campos escalares y los espinores. £ no serd invariante ante esta transformacion, sino que variard a menos de una
divergencia lo cual implica que las ecuaciones de movimiento permaneceran invariantes.
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La transformacion de supersimetria opera de modo tal que

0A =2V

6B =iz’

ov = ~# (—ZBMA + 758HB) €
80 =2 (i0,A — 7°9,B) +*

(2.5)

donde € es un espinor de Majorana infinitesimal que actia de pardmetro. Obsérvese que esta transformacién es tal que se
mezclan los campos escalares con el espinor y viceversa.

2.1. Invariancia de la accién

Para calcular §.% frente a esta transformacién de supersimetria (dada por la eq. (2.5)) se procedera del siguiente modo
1 2 1 2 P —
0L =9 3 (0,A4)" + 3 (0.B)" + Z\I/v“ 0 ,¥

- B (9,4)% + % (3#3)2] +4 [i\pw?,ﬂf]
= 0ZaB+ 0Ly

y se verd que cada uno de estos dos términos es igual a si mismo (i.e. se cancelan) més una divergencia, con lo cual la accién
permanecera invariante.
En primer lugar

1 1
5Lup = 5[2 (auA)2+2(auB)1

_ 5(9,A) (0"A) 1 (9,4) 8 (9" A) | §(9,B) (9"B) + (9,13)6 (9" B)

2 2
= (9,A)5(0"A)+ (0,B)5(9"B)
= (9,A)0" (5A)+ (0,B) 0" (5B)

= (0,A)80"¥ + (0, B) izy "W
= £[0,A+iy°0,B] 0"V 2.6
0, A+ i4°0,B] 0"

donde se ha usado que § (0,A4) = 0, (0A4) (y lo mismo para B) lo cual es valido ya que la transformacién de supersimetria
no depende de las coordenadas z* (ver box 3).

Sea A (x) un campo y sea f (A,x,&) una transformacién con £ € R un pardmetro, y tal que f (4,z,0) = A (z). En
el caso de una transformacion infinitesimal, i.e. con £ — 0, se tiene que el campo transforma segin

A = f(4)
~ of
=) f(A,gc,O)—i—f’rango
= A+6A
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mientras que su gradiente es

0 af
! ~ —_— —_—
O (A) ~ o <A+§ [ang)
of
= 0,A+09,(¢ [J
I 124 ( ag £=0
B dg 0A dg
= AT G T 896“)
19)
- 8“A+£< %) A+aug>
= 0,A+0(0,A)
Entonces se encontré que
A =¢&g
0 2.7
5(8HA):§<6518 A+0, ) @7)
Aplicando 0,, a la primera ecuacién se obtiene
0
0, (6A) = gaia A (2.8)
con lo cual, reemplazando en la segunda,
0 (0,A) =0, (0A) +E&0,g (2.9)

Se observa que si 9, = 0 entonces § (9, A) = d,, (§A). Recordando que g (4,z) = B—Hé . entonces si aaxfu =0, i

e. si la transformacién no depende de las coordenadas, entonces vale que

5(0,A) =0, (04A) (2.10)
En segundo lugar

0Ly

{ WAk 9 ,,\I/}

)

= J0[97"(9,%) - (9,7) y"¥]

NI

LT (0,) + TS (0,) — 8 (0,F) 7 — (8,) 745
= i [5@'7“ (0,9) + Uv*9,, (6%) — D, (5@) Y — ((Q)u@) 7“5\11]
= 20T (0,) 2 (9,8) 760 + ...
£ T, (5T) + (0,T) 110U — B, (5T) 1T — 5T# (9,1)]
= (20T (9,) — 2 (3,9) 15 + 0, (T4 — 5T 0)]
= % [6@7“ (0,%) — (0,7) 7”5\1'] + 0,2 (2.11)
donde ¥ = £ (Uy#§W¥ — §U~" V) aunque dicha expresion es irrelevante ya que 9,Z" es una divergencia (no altera la accién).

Como V¥ y W son espinores de Majorana (por definicién del modelo de Wess-Zumino) entonces d,¥ y 8#@ también lo son
con lo cual se puede usar la identidad &y#¢{ = —(y*€ (ver box 4) por lo tanto

5Ly = 16U 9,V + 0, E" (2.12)
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Box 4 - Identidad atil de los espinores de Majorana

Dados £ y ¢ dos espinores de Majorana (ver box 1), entonces vale la siguiente identidad:
EyH¢ = —Cy*€ — Identidad para espinores de Majorana (2.13)

Para demostrarla se procede de la siguiente manera:

e = &ree
et o = Eprcl
PE 5 = et ()" ¢
Notacién de indices - = &; (’yo’y”C (’YO)T>ij G

* % T
= &¢ (’YO’Y”C ("°) )J
Ahora, como &; y (; satisfacen el dlgebra de Grassmann® [1, p. 441] entonces

Er¢ = —¢qa (1 V“C(WO)T)

- . t T T o
Notacion matricial - = —( (’Y ’Y“C 3
<,\(),"u(v(,\())’1‘>7ﬂ:,\(}A"u(v(,‘())’l‘4> _ —CT’YO ’Y“C( ) ¢*
I - / ro - / \ ;
< (i T ”u)
— =T
= (" C¢
~——
¢¢
= —(yC

Para concluir se utiliza el facto de que ¢ es un espinor de Majorana (hipétesis) con lo cual £€¢ = ¢ y entonces se
obtiene finalmente

EYi = (e v (2.14)

%“Ver box 5 sobre el 4lgebra de Grassmann.

J

Box 5 - El algebra de Grassmann

Dos cantidades £ y ¢ se dice que satisfacen el dlgebra de Grassmann (o Grafmann) si

{&,¢=0 (2.15)

Obsérvese que esta es la relaciéon de anticonmutacion que se impone a algunas componentes de los campos
de Dirac. Puntualmente para el campo de Dirac ¢ con componentes 1, la cuantizacién canénica impone que

{wa (z,t) ,w}; (v, t)} = 0,393 (z — y). Las componentes con o # 3 satisfarén el dlgebra de Grassmann.

. 7

A continuacién se reemplaza 0¥ = & (i@MA — 756MB) ~v* de acuerdo con la transformacién de supersimetria dada en la
eq. (2.5) para obtener

6Ly = iz (i0,A—~°0,B)v"v"0,¥ + 9,=" (2.16)
= 2" [(0,A4) (0,Y) +iv° (0, B) (0, 9)] + 9, ="
V" (0,A4) (0,¥) = (9,4) (0"¥) +0,0"

Se puede mostrar que (ver box 6) donde © y X tienen expresiones que no son

V" (0vB) (0,%) = (0,B) (0"¥) + 0, 5"
relevantes, por lo tanto
6Ly = —E[0,A+iv°0,B] 0"V +9, (E* —z0" — iz L)
= —£ [GMA + i'y58”B] o'w 40,1+ (2.17)
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Box 6 - Demostracion de las identidades que se usaron

Para demostrar que v”+* (0, A) (0,¥) = (0,A) (0*¥) 4 0,0 considérese lo siguiente:

0,0, (AT) = A(8,0,7)+ (8,0,A) T + (9,4) (3,T) + (3, A) (9, T)
9, (A0, T) + (9,0, A) U + (9, A) (9,7

con lo cual, despejando, se obtiene

(0,4) (0,%) = 0,0, (AT) — 9, (A0, V) — (9,0,A) ¥
= —(8,0,A) U+, (3, (AV) — A9, V)

Multipliquese ahora por v¥~* a ambos lados de la igualdad. Se obtiene
YAt (0,A) (0,9) = ="~ (0,0, A) ¥ + 0, (2.18)
con TH = 444 (8, (A¥) — Ad,¥). Usese que 9,0, A es simétrico por lo tanto®

VAt (0,4) (0,) = —(0"9,A)V +9,I*
0 [(0,,A) U] = (010, A) U + (9, A) (9"T) — = (8,A) (8"T) + 8, (T* — (8" A) T)

y entonces, finalmente, se obtiene lo que se queria probar
7 (@A) (0, T) = (9, A) (W) + 9, 0" (2.19)

con OF ="~k (9, (A¥) — AD,¥) — (0" A) T.

*Ver box 7.

Box 7 - Identidad util para la contraccion de gammas y tensores simétricos

Dado 7', un tensor simétrico, i.e. T, =T, entonces

Y T = (20" =) T
= 2TM[L - ')’V’YILTMV
T/LV o TWL = = 2T'uu - nyfYNTV#

Usando que v#v*T',,, = v**T,,, por el hecho de que p y v son indices mudos se tiene que
YA T = 2T% ) = 7 T (2:20)

o bien, despejando,
vy¥T,,, =T, para T simétrico (2.21)

Finalmente, juntando (2.6) y (2.17) se obtiene
5Lan 5Ly
8% = E[0,A+iv°0,B]o"V — E[0"A+iv°0"B] 9,V +0,T"
= 0,TH

y como 0.2 = 9, T es una divergencia entones la accién S = [.Z d*z permanecerd invariante como asi también las
ecuaciones de movimiento. Esto implica que (2.5) es una transformacién de simetria para el lagrangiano (2.1).

Box 8 - Transformacion 'supersimétrica’ en el electromagnetismo clasico

Considérense los campos E y B y considérese un boost parametrizado segin 8. En este caso se tiene que los cam-
pos transforman segin

2
gl
E'=y(E+BxB)-—_—p(8-B)
Boost campo electormagnético — v o (2.22)
gl

B'=7(B-BxE)- B(B-B)

y+1
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y como mantiene invariantes a las ecuaciones de movimiento, deberia ser una simetria del lagrangiano. Entonces un
boost es, para el electromagnetismo, similar a la transformacién supersimétrica (2.5) en el sentido de que mezcla los

campos E y B.

Warning

Podria ser que lo anterior en realidad nada que ver con la supersimetria, ni siquiera como una analogia simpatica.

Es algo que se me ocurrié... Pero intenté aplicarlo al lagrangiano del campo electromagnético y creo que no funcio-

na.

2.2. El problema del modelo on-shell

Las transformaciones de supersimetria deben formar un grupo, al igual que las transformaciones de Poincaré (o cualquier
otra transformacién). Sin embargo esto no ocurre para las transformaciones definidas por (2.5). Para ver por qué no forman
un grupo consideremos dos transformaciones supersimétricas SUSY 1 y SUSY 2 dadas respectivamente por

01 A=2U 00 A =230
0B = iz’ 89B = i537° ¥ (2.23)
60 =" (—i0,A++°0,B) &1 520 =y (—i0, A +~7°9,B) £2 '
5HU =71 (i@HA - 758113) ~H 5,0 =75 (i@HA - 758113) ~H
y denotemos la accién de la aplicacién sucesiva de estas transformaciones segiin
A 2 A =A+8A4 2 A=A+ 6241 = A+ (81 + 62) A+ 55 (6, A) (2.24)
y lo mismo para los deméas campos. La aplicacion de las transformaciones en orden invertido es
A 2 Ay =A+5A 2% Ay = Ay + 614y = A+ (614 02) A+ 6, (524) (2.25)
Lo que queremos ver es que
[01,00] A=AA
01, 02) B = A5 51.05) = A 2.26
[01,02] U = AW - 1, %2] = (226)
[61,5,) T = AT

donde [d1,d2] A = 071 (624) — 02 (61 4) y A es “algo” igual en todas las expresiones. Sin embargo, como ya se ha adelantado,
las transformaciones (2.5) no lo satisfacen. De hecho lo satisfacen sélo cuando se cumple la ecuacién de movimiento clasica
(de ahi el nombre on-shell). Para hacerlo evidente procedamos con el célculo:

0100A = & (5‘1’)
22010

E2y" [i0,A+~°0,B] e

con lo cual

[01,62] A " [0, A+~°0,B)e1 — E1y* [—i0,A+~°0,B] es
= —i(gy"e1 — E1vMe2) 04 A + (207 1 — E17#7%e2) 0, B

= 2ig17"e20,A

Haciendo una cuenta practicamente idéntica se encuentra que

[51, 52] B= 27;671’}/#823#B (227)

SALF ;
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Para el campo espinorial se tiene que

0102¥ = 03 (’y“ [—iaﬂA—i—v‘r’ﬁuB] 82)
= ’}/“ (—iauélA + 758#0613) €9

= (=i, (E19) +7°0,i (E17°P)) &2

= —iy'erg0, ¥ + i7”7552§75(9u\11 (2.28)
con lo cual
[01,02] U = —iyles510, ¥ + mw%zafa#xp + iyMe1820, ¥ — i'y”*y5515'y5aullf
= —iy" [e281 — 7281y’ — €18z +7°e157°] 9,9
= —iy" [e28T — €183 — 7° (6287 — €182)7°] 9,V
A continuacién se utiliza la identidad de Fierz (ver box 9) con lo cual
—_—__1— =M ==~ A0 5 DIy =—.5 5
E9€1 — €182 = 1 (5152 +eE1y eayy — BV Y ey + 287 €22 T E17 €27 ) +..
1
ot @t E e, - B ey + 280 e D + B )
E261 —Ere2 | EayMer — Epyten —E7HyPer + B Yer 5
= I + 1 Yo+ 1 Ty
E22M el —E1XHV ey 27’e1 —EiYPe2 ¢
2 m 4

1
= 557“81’)/# + 58X e1X, (2.29)

donde ¥ = i' [v*,4"] ¥ en el ltimo paso se han utilizado las identidades para espinores de Majorana presentadas en el
box 10. Similarmente

1
7° (e987 — €123) 7° ~° (2627“617” - 622‘“’612W> ~°
1 by —_ v
= 5 (827M81) (757;1«’75) + (EQEH 51) (’752;1,1/’75)
— 1_ © 9 e 52 5
= —yEtevu+ (@Yen) (V’Z7°)

1, i
= -y e+ 7 @) (V1m” = P r)

1 ?
= _557“817u + 4 (52#1’51) (’YHrYV B 7”7“)

1
= —igfyﬂglfyu + 525" e X, (2.30)
Juntando estos dos resultados se tiene que
[01,0] ¥ = —iy" [e28T — 182 — 7 (e281 — €152) "] 9,V
, 1 1
= —iy 5@7”51% + X ery,, + iévpsnp — XM ey, | 0,V
= —iy"'EyPe1v,0,¥ (2.31)
= —igyer1y"y,0,¥
= —igzy,e17"’0, ¥

= —2iEy,e1n"P0 Y + iE2y,e17° Y10,V
= —2ig37"€10, ¥ + iE7 17,710, ¥ (2.32)
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Dados dos espinores €1 y €3 la identidad de Fierz es [1, eq. (11.123)]

1
£281 = — 7 [E1ea + EY 27 — FTY*Y 27u7° + 2515 e2 T + E1Y €20 (2.33)

Dados dos €1 y €2 dos espinores de Majorana, entonces valen las siguientes identidades

€9€1 = E1€2

Eyer = —E1vtes
Ty e = T e (2.34)
82XMe) = —E1XM ey

—_ 5 — 5
E2Y €1 = &17 €2

donde ¥ = i' [v*,~"]. La identidad g39*e1, = —&1y* e ya fue demostrada en el box 4. La demostracién de las de-
maés identidades es similar y sale de usar la definicién de conjugacién de Dirac, ¥ = 9740, y la definicién de espinor
de Majorana (ver box 1).

Se ha encontrado entonces que

[51, 52] A= 2i§'y”528#A

[51, 52] B = 21'5*17“528MB (235)

[(51, 52] U = 22'57“628“‘1/ — iavpeﬂpy“au\lf
Como se puede ver para A y B se obtuvo el mismo resultado, tal como se estaba buscando. Sin embargo para ¥ se obtuvo
un término adicional. En aquellas situaciones en las que se cumpla la ecuacion cldsica de movimiento?, Y0, ¥ = 0, el dltimo
término se anulard y en consecuencia el grupo de supersimetria serd cerrado en los campos A, B y V. Es por esto que el
modelo con el lagrangiano (2.1) se llama on-shell. Sin embargo en el caso de un campo cudntico la ecuacién clésica de
movimiento s6lo se satisface por la trayectoria clasica, mas todas las deméas también contribuyen a la accién. Esto hace que

no sea posible definir “[d;, §2] = algo independiente del campo sobre el que actia”. Para remediar esto se deberan afiadir dos
campos escalares auxiliares F' y G, en la seccién siguiente.

3. El modelo de Wess-Zumino off-shell

Para obtener una teoria que sea invariante ante transformaciones supersimétricas mas alla de la validez de la ecuacién
clasica de movimiento, se anaden dos campos auxiliares F' y G de modo que el lagrangiano sea

1 1 ) — 1 1
L = 5 0uA) + 5 (0,B) + %mw?uw + 52+ 56 (3.1)

es invariante frente a una transformacion supersimétrica de la forma

§A =7V
0B = iy’
§F = igy"9, ¥

3.2
§G = —&y°4#0,¥ (32)

0w =~* (—2'8,“4 + 756MB) €— (F + ify5G) €
§U =z (i0,A —v°0,B) " —& (F +i°G)

Ademsds este conjunto de campos A, B, F,G y ¥ es cerrado frente a aplicaciones sucesivas de esta transformacién, es decir
que estas transformaciones forman un grupo.

1La ecuacion clasica de movimiento para un fermién es la ecuacién de Dirac (4 8 —m) ¥ = 0. Como en este caso se estd considerando ur
I
campo sin masa entonces se reduce a OM\I/ =0.
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3.1 Invariancia de la accién 3 EL MODELO DE WESS-ZUMINO OFF-SHELL

3.1. Invariancia de la accién

Para verificar esto se haran las cuentas en forma explicita. En primer lugar considérese

5F = 5 % (9, 4)* + % (8MB)2} +6 B\pw%’um} +6 BF? + ;GZ}
= 0%+ 0Ly + 0 Lrc

Debido a que la definicién de §A y §B en la nueva transformacién supersimétrica (3.2) es idéntica a la definida previamente
en (2.5) se tiene que 0.Z4p es igual a (2.6), i.e.

6Lsp =2 [0,A+i7°0,B] 0"V (3.3)
Por otro lado §.Zy no necesariamente serd igual ya que se modificé la definicién de dW. La primera parte del calculo procede
igual, i.e. se puede tomar como punto de partida la ecuacién (2.12):
6Ly = i6Uy*9,V +0,=H

= iz (i0,A —7°0,B) v"4"0,¥ + 0,E" — ig (F + i7°G) v"0, ¥

= 6Lo16) — i (F+ i’75G) N
donde 6.Z2.16) es exactamente la expresién de la ecuacién (2.16). En su momento se vio que 6.%5.16) = —0.Lap + 0, TH.
Entonces, hasta ahora, se tiene que

0L

8855 — 8245 + 0, Y —ig (F +i7y°G) "0,V +6Lrc
= —ig (F+iy°G)v"0,¥ + 6Lpc + 0, X"

Para que la accién permanezca invariante serd necesario que 0. Zpg = i€ (F + i'yE’G’) v*0, ¥ (a menos de una divergencia) de
modo tal que se anule este término adicional que se obtuvo.
Por tdltimo, para §.Zr¢ la cuenta es

1
e = 5 [6(F?)+5(6Y)]
= FéF + GIG

= iFey"0,V — Gey°y+9, W

= 4 (F—l—i'ysG) Vo,

con lo cual, finalmente, 6.2 = 0, T# y en consecuencia la accién que se obtiene de (3.1) permanecerd invariante frente a la
transformacién supersimétrica definida en (3.2).

3.2. El grupo de supersimetria

Verifiquemos ahora que la transformacién definida en (3.2) forma un grupo en el conjunto de campos {4, B, F,G, U}.
Para ello vamos a verificar que

[01,02] A=AA
[01,02] B= AB
[01,00] F = AF
61,05 G = AG = [01,02] = A (3.4)
[01,02] U = AW
[01,00] ¥ = AU
de una forma similar a la que se hizo en la seccién 2.2. En primer lugar
61004 = z7" (—i0,A +7°0,B) e1 — & (F +i7°G) &1 (3.5)
por lo que
[01,00] A = &y (—i@,LA + 758HB) €1 — &2 (F + z'fy5G) €1+ ...

s — B (10, A+ 720, B) s +E1 (F +i7°G) &3

= 2iFTyMe00, A
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donde se utilizaron algunas de las identidades del box 10. Para [d1,d2] B la cuenta es practicamente idéntica. En el caso del
campo F' se tiene que
510:F = g9, (v (—i0,A+~°0,B) e1 — (F +iv°G) e1)
= 537" 0,0, (—iA+7°B) ey —igay"0, (F +i77G) &1
= 15010, (fz‘A + ’y5B) g1 — &Y 0, (F +iv9G) eq
donde se ha utilizado la conmutacién de § y 0 (producto de que la transformacién supersimétrica no depende de las coorde-

nadas x*, ver box 3) y la identidad del box 7 teniendo en cuenta que 9,0, es un tensor simétrico. Haciendo uso ahora las
identidades para los espinores de Majorana (ver box 10) se obtiene

[51, 52] F = 21.571’}/#828“}7 (36)

Para el campo G la cuenta es practicamente idéntica.
Para el campo ¥ el procedimiento es como sigue

5100 = A" (—ig10,V 4+ 7%iE17°0,¥) €2 — (iE17"0, ¥ — iv°E17°0,0) &3
= (—iyMesfT + iV e2f Ty’ — iggE 1y + i ey V) 0,9
Eq. (2.28) + (—isgﬁ’y” + i75£2§757“) 0,¥

Usando que al calcular [d1, d2] ¥ la ecuacién (2.28) se transformo en (2.32) se tiene que

[01,6] U = Eq. (2.32) + (—ie2z17* + iy e2817°*) 0,0 — (—ie1&an* + iv°e1227°*) 0,
= Eq. (232) +1i [e183 — 2281 — 7° (6153 — €271) 7°] 10, ¥

Utilizando la identidad de Fierz (ver box 9) se puede mostrar? que

€187 — €281 — 7° (€153 — €281) Y° =z1p e, (3.7
por lo que
[01,02] U = Eq. (2.32) + ig1p’e2y,¥"0, ¥
= —2iE7"€10, ¥ + ey 1,10,V + i€ pPery 0,V
= 2ia’y#€28u\l’

Esto es lo mismo que para los campos escalares, tal como se buscaba. Para ¥ ocurre algo completamente analogo.

4. Modelo de Wess-Zumino off-shell con masa

Tanto en el modelo de Wess-Zumino on-shell (2.1) como en el modelo off-shell (3.1) los campos utilizados fueron consi-
derados sin masa. Sin embargo es posible anadir un término de masa a (3.1) del siguiente modo

1 1 | — 1 1 1—
L= (044 + 5 0uB) + {TV T W+ SF 4 DG 4 m (2\1/\11 +AF + BG) (4.1)

manteniendo la invariancia ante transformaciones supersimétricas dadas por (3.2). Para verificar esto basta con hacer la
cuenta Unicamente para el término de masa ya que el lagrangiano (3.1) ya demostré producir una accién invariante. Para el

2Esto ya se hizo antes, ver las ecuaciones (2.29), (2.30) y (2.31).
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4.1 Caso on-shell 4 MODELO DE WESS-ZUMINO OFF-SHELL CON MASA

término de masa esto es

0 = % (6) ¥ + %@ (6%) + (§A) F + A(F) + (6B) G + B (5G)
= % [E(i0,A =7°8,B) V" = (F +1°G)] ¥ + ...
1—
et 5\11 (7" (—i0, A + 753#3) e— (F+ i’ySG) el +...

o+ BV F+ Ay 0,V + i’V G+ B [-87y°4"0, Y]

. 1 1 )
- %W\wufl — 587" WO, B — SEVF — %gf\w T

R %‘I”Y“saﬁl + 5\1’7“’755‘%3 - §\IJ€F B %\vaeG e
o+ EUF + iAey"9, U + iey* UG — Bey 440, U
. 1 - 1 ) 5

= SEVUOA + 5590, B — SEUF — 2 UG
o %‘I”YHEGHA + 5\11711,,7558“3 — §\IIEF — %\11’75€G + ...
<+ EUF +iAEy9, ¥ + 5y VG + BEy"4°0, ¥

= iEy"VI,A +EY'Y U0, B — BVF — 229G + ...

o+ BUF + i ABYH 0,V + 229G + BEy 40, ¥
= 0, (iey"VA) + 9, (Fv"+°UB)
= 0, (algo)

y como §.%,, es una divergencia, la accién no cambiard tal como se anticip6. Obsérvese que esto no hubiera ocurrido si m no
era igual para todos los campos.

4.1. Caso on-shell

Para concluir se mostrara que definiendo un campo escalar complejo

aet A+1B

G

y limitandose al caso en que se satisface la ecuacién de movimiento clasica, i.e. cuando se cumplen las ecuaciones de Euler-
Lagrange, el lagrangiano (4.1) puede reescribirse como

(4.2)

L= 0,670 — m2p* )+ %%ﬂﬁum + %w (4.3)

Para ello basta con calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos F'y G usando el lagrangiano (4.1)

o (27} 02 _,
P\ (0.F) OF N F+mA=0 (4.4)
P 0L 0z 0 G+mB=0 ’
*\0(0,G) oG
lo cual implica que, para el caso en que se cumplen las ecuaciones de movimiento clasicas,
F=—-mA
4.5
{ G=-mB (4.5)
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Reemplazando en (4.1) se obtiene

; 2 2
v = % (9,A)% + % (9,B)% + i%ﬂ?#xp + %A2 + %32 +m (;w — mA? — mB2>
(0,47 + 20 B)Q—m—2A2—m—2B2+£@ v+ T
2k 2 \H 2 2 4Ty
(8qu5 ) (au(b) - m2¢ o+ Z\If’)/# 0 uU+ 5\11\11

5. Conclusion

Se estudié un modelo muy simple que es supersimétrico. Una transformacién de supersimetria es una transformacién que
mezcla bosones y fermiones. Una teoria (i.e. una accién) puede (o no) ser invariante frente a transformaciones supersimétricas,
del mismo modo que puede (o0 no) ser invariante frente a transformaciones de Lorentz. Si una teorfa es invariante frente a
una transformacion de supersimetria, se dice que dicha teoria es supersimétrica.

Para poder ser supersimétrica una teoria debe tener, por supuesto, tanto campos bosénicos como fermiénicos. Ademads
estos campos bosonicos y fermiénicos deben tener una determinada estructura. En el modelo que se estudioé en este trabajo se
encontré que un campo espinorial de Majorana debe estar acompanado de cuatro campos escalares reales para poder generar
una accién invariante frente a una transformacién de supersimetria particular.
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