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Sobre estos apuntes Estos apuntes/resueltos fueron creados por un alumno mientras cursaba la materia. Es por ello
que podrian haber errores de tipeo, errores conceptuales, de interpretaciéon en los resultados, etc. Use estos apuntes con
precaucion. Estos apuntes no son oficiales de ninguna catedra. Lea atentamente el prospecto. En caso de notar algin efecto
adverso suspenda inmediatamente su uso y consulte con su profesor de cabecera.
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= El alumno autor de estos apuntes cursé la materia el segundo cuatrimestre de 2018, este link conduce a la pagina oficial
del curso.

= Encontrd maés resueltos de Alf en este link.

Estos apuntes estan hechos usando un programa llamado Lyx®. Para hacer los dibujos se us6 Inkscape y después se
inserté las imagenes en formato svg® directamente en Lyx.

En este repositorio de GitHub se encuentra la plantilla (template) que Alf usa actualmente, con todo lo necesario
para compilarla y empezar a divertirse.

%Lyx es una interfaz grafica para Latex que hace que la escritura se vuelva extremadamente fluida y veloz (al punto de poderse
tomar apuntes en vivo durante una clase).
bsvg es el formato nativo de Inkscape.
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1 EVOLUCION HISTORICA DE LA FISICA DE PARTICULAS

Bibliografia
No vamos a seguir un tnico libro.

» F. HALZEN y A. MARTIN, “Quarks and Leptons: An Introductory Course in Modern Particle Physics”, Wiley &
Sons, 1984. Tiene mdas o menos todo pero no esta en el orden en que vamos a ver las cosas.

= M. GRIFFITHS, “Introduction to Elementary Particles” Wiley & Sons, 1987. Conceptualmente estd muy bueno.

s Para fisica nuclear “no hay ningun libro”. Este tema lo vamos a tratar sélo durante dos clases y todos los libros que
hay son gigantescos.

Parte |
Introduccion charlada

1. Evolucion histérica de la fisica de particulas

Hoy vamos a ver la historia de la forma en que la contaria Discovery Channel.

1.1. 1897 — 1930

Al comenzar este periodo lo més avanzado que se tenia era la tabla periédica de Mendelev y los elementos quimicos.
Al finalizar este periodo ya se conocian a los protones, neutrones y electrones. Pero no se sabia cémo el nicleo atémico se
mantenia unido.

= En 1897 J. J. Thomson descubrié que el electrén es una particula fundamental y le dieron el nobel® . Utilizando campos
eléctricos y magnéticos pudo medir la relacién 4/m.

» Radiactividad (Bequerel, Curie). Todos murieron de cdncer. Se descubrieron varios tipos de radiacién, algunas con
carga positiva, otras con carga negativa, y otras con carga neutra.

= En 1911 Rutherford propone que la carga positiva estd concentrada en el ntcleo y los electrones estan en érbita.
También verificé que todos los elementos tienen una masa que es multiplo de la masa del proton.

= En 1913 Bohr propone el famoso modelo para el &tomo de hidrégeno.

s En 1932 Chadwick descubrié el neutrén, motivo por el cual le dieron el nobel.

1.2. 1930 — 1950

Se descubrieron los neutrinos, las antiparticulas, los mesones.

= En 1931 un tal Anderson mandaba globos con placas fotograficas a lo alto de la atmoésfera. Luego estudiaba las
trayectorias que quedaban marcadas en la placa. Asi es como descubri6 al positrén y gané el nobel.

Neutrinos Existe una reaccién que se observa que es
40 40 -
10K =5 Ca+e

es decir que el potasio 40 se convierte en calcio 40 (ionizado) mas un electrén que sale volando.

Consideremos el potasio cuyo simbolo es K. El niimero atémico del potasio es Z = 19 (el ntunero de protones) y el
nimero maésico es A = 40 (protones mds neutrones). Existen distintos tipos de potasio que son isétopos.

Vemos que la tnica forma de que ocurra esto es que un neutrén se convierta en un protéon més un electréon, es decir

n%p++6*

1El hijo de este Thomson recibi6 el premio nobel por descubrir que el electrén se comporta como una onda, ja.
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1.3 1950 — 1960 (proliferacion) 1 EVOLUCION HISTORICA DE LA FISICA DE PARTICULAS

De acuerdo a las leyes de conservacién tenemos que tener el mismo momento inicial y final y la misma energia. Entonces

podemos plantear
pp = —Pe
E,+FE. =L,

y usando E? = m2c* + p2c?. Este sistema de ecuaciones nos determina en forma univoca a la energia con que sale el electrén.
Es decir que éste deberia salir expulsado siempre con la misma energia. Sin embargo esto no era lo que se observaba:

Esto es lo que se media

ue estdbamos esperando ver

Energia del electrén

Algunos llegaron a postular que la conservaciéon de la energia ya no era una ley fundamental. Sin embargo, por suerte,
llegd Pauli y propuso al neutrino siendo una particula neutra y que no interactuaba tal que

n—pt+e +v

Mesones Tienen que ver con la interaccién fuerte, la fuerza que mantiene unidos a los protones en el niicleo. Acéd aparece
Yukawa que propuso una teoria en la que existia un mediador de fuerza fuerte para el nicleo, y la pregunta era ;jcudl tenia
que ser la masa de este mediador para que todo funcione? Contrastando con experimentos se encontré que la masa de esta
particula tenfa que ser m ~ 150 MeV (para tener una idea m.- ~ 0,5 MeV y m,, ~ 981 MeV). Esto haria que la fuerza fuerte
quede confinada dentro del nicleo. En funcién de la masa se tiene que

Leptones Mesones Bariones
Particulas livianas, e,  Particulas “medianas”, u,m Particulas pesadas, p,n

Se encontraron reacciones como
™= @+ v

y ademas que
uw—e +2v

1.3. 1950 — 1960 (proliferacion)

Se mejord la tecnologia para “fabricar” particulas en laboratorios, i.e. se desarrollaron los aceleradores. Esto permitié
realizar estudios sin necesidad de enviar globos a la atmosfera y rezar para que una particula le pegue.

Para detectar los neutrinos Reines y Corvan se valieron de un reactor nuclear que producia un flujo de 5 x 10'7s~! cm
neutrinos a través de la reacciéon

-2

n—p+e +v

Este gran flujo de neutrinos permitiéo que se los pueda detectar, a pesar de que su interaccién es practicamente nula. Por
otro lado podemos “despejar” la siguiente reaccién

p+v—=n+et
Se observé que cuando ponian protones se daba este proceso, pero sin embargo no se producia la siguiente reacciéon

€

R

Se “invent6” un nuevo nimero cuantico de la galera como para poder explicar todo lo que estaba pasando, que fue el
numero lepténico de modo tal que

Leptones
Particulas con L =1 Antiparticulas con L = —1
e et
v v
no nt
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2 NUCLEOS ATOMICOS

Entonces el nimero leptdnico se tiene que conservar. De esta forma se verifica la reacciéon
uw —e +v+v
Sin embargo se observaba que la reaccién
noo—e +v
no ocurria nunca a pesar de respetar todo. Esto indicaba que tenia que haber algo méas. Entonces se propuso que el ntimero
lepténico tenia “sabor”. Es decir

L_

1 para e, v, 1 para (=, v,
Le = W=

—1 parae’, v, —1 para pu’, Uy

y lo que se conservaba en verdad era el niimero cudntico de cada sabor. Entonces la reaccién 4~ — e~ + v no se podia dar.

Bariones Los bariones “fundamentales” eran el proton y el neutrén. Sin embargo se descubrieron muchas mas particulas
como el kaén K°, la lambda A, etc, y que se daban las reacciones

KO - ntn~ A0 = pTr—

Se observaba que todos los bariones (incluidos neutrones) decafan “rdpido” pero los protones no. Para explicar esto se postuld
el nimero baridnico.

Por otro lado también se inventé la extrafieza, un nuevo ntimero cuantico. La extraineza se conserva en la produccién pero
no en el decaimiento:

7 pt — KOAY
mientras que

A — pto~
y como la primera reaccion era por fuerza fuerte y la segunda era por fuerza débil, se postuld que que la extraneza se conserva
cuando actia la fuerza fuerte y no cuando actia la débil.

En 1961 Gell Man hizo lo que Mendelev en su momento. En esta época se tenian aproximadamente 2000 “particulas
fundamentales”, cada una de ellas caracterizada por su valor de carga @, su masa m, su espin y su extraneza (S). As{ armé
el “octete de bariones”, el de mesones, etc (ver libros). Ordenando todas las particulitas y luego de aproimadamente tres
anos de pensar qué podria ser lo que subyacia de fondo, se le ocurrié lo siguiente. Lo que Gell Man se dio cuenta fue que
todos estos octetes, decupletes, etc, eran distintas componentes de una descomposicién de un espacio SU (3)

3x3x3 = 10+8+8+1

Usando este formalismo matematico no es necesario introducir los nimeros cuanticos ah hoc como extraneza, etc. sino que
la conservacién se da naturalmente debido a la simetria de SU (3).

2. Nucleos atémicos

Existen niicleos estables y nticleos inestables. Los estables “duran para siempre” mientras que los inestables se desintegran
“muy rapido”.

Si se toman todos los niuicleos conocidos y se los grafica en funciéon del niimero de protones vs el niimero de neutrones y
en escala de colores se tabula su estabilidad (vida media) se obtiene algo asi (link interactivo)

Acd no hay nucleos estables E 4

Z, number of protons

N, number of neutrons
-
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2.1 Modelo de gota liquida 2 NUCLEOS ATOMICOS

Algunas cosas que vemos que son llamativas son
1. La dependencia bien lineal al principio pero que luego comienza a torcerce (en favor de los neutrones).

2. Existen ciertos valores de N que son “privilegiados” ya que generan ntcleos mas estables. Estos valores estan indicados
en el grafico y son N = 8, N = 20, N = 28, etc. A estos ntimeros se los llama, literal, nimeros mdgicos. Cuando el
numero de neutrones es uno de los nimeros magicos la fisica cambia ligeramente haciendo que los nticleos sean mas
estables.

Los nimeros magicos también son més dificiles de ionizar. Hay un grafiquito (que no encontré) donde se muestra la energia
de ionizacion vs el nimero atémico y aquellos dtomos que tienen el nimero magico tienen una energia de ionizacién mucho
mayor. Los momentos multipolares eléctricos de los 4tomos con el nimero magico son todos nulos, lo cual indica que tienen
una distribucién de carga muy simétrica. Esto los vuelve muy estables.

2.1. Modelo de gota liquida

“Yo lo llamo el modelo de la gota loca, pénganle el nombre que quieran”.
Se modela al ntcleo como una gota de un liquido en fluidos, donde la tensién superficial juega un papel importante. La
masa de un ntcleo es
M=2Zm,+ (A—-Z)m,

donde m,, y m,, son las masas de los protones y los neutrones respectivamente. Para que el nicleo sea estable necesitamos
algo que contrarreste la fuerza eléctrica de los protones. Proponemos la fuerza fuerte que actia sobre los nucleones. Vamos a
proponer, en forma empirica, un modelo en el que la fuerza fuerte es proporcional al niimero de nucleones. Entonces vamos
a meter un término adicional en la expresién de la masa tal que

M=Zmp+(A—-Z)m, —avA

donde ay es un parametro a determinar en forma experimental. El problema con este modelo es que aquellos nucleones
que estén en la superficie interacttian sélo con los nucleones de un lado, y del otro lado no hay nada. Igual que la tension

superficial en una gota.
Estos sélo tienen
/fuerza fuerte de un
Unico lado

Entonces tenemos que tener en cuenta la relacién superficie-volumen para la fuerza fuerte. Si suponemos que el nicleo es

una esfera entonces tenemos que
473 4 1
=—r3A = A~y
3 3
donde ryg CREO que es el didmetro de cada nucleén. Entonces le vamos a agregar una correccién a la masa que es

M =Zm,+ (A—Z)m, — ayA —agA™"?
Por dltimo vamos a agregar la fuerza electrostatica de la siguiente manera

Z(Z-1)

M:Zmp—i-(A—Z)mn—avA—asA_l/3+aC /s

Todo lo anterior es clasico, pero en el nicleo tenemos que aplicar Mecanica Cuédntica. Los protones y los neutrones son
fermiones, con lo cual satisfacen a Pauli. Adem4s, en el nicleo existe algiin potencial (que atin desconocemos) que hace que
los niveles de energia estén cuantizados. Con lo cual vamos a tener que ir llenando los niveles al igual que los electrones en
un atomo:

Esto hace que sea més conveniente tener la misma cantidad de neutrones y protones que muchos de uno y pocos del otro.
Para ver esto consideremos
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2.1 Modelo de gota liquida 2 NUCLEOS ATOMICOS

/— Todos tienen el mismo AD—\
T

— »
\ - .
4 — _— — A
& 'B Este tiene
Estos tienen "mucha" energia "poca" energia

Entonces vemos que al nticleo “le conviene” tener una cantidad similar de protones y de neutrones. Es decir, cuando més
simétrico es el nimero de protones y de neutrones el niicleo es mas estable. Entonces vamos a agregar un término al modelito
que tenga esto en cuenta:

Z@*D+H(ZfoZW
A3 4 A

M=Zmy,+(A—-Z)m, —ayvA—asA™ "+ ac

Vamos a anadir un tltimo término que tenga en cuenta el hecho de que los nucleones fermiones y que la fuerza fuerte es
de corto alcance. Consideremos las siguientes dos situaciones (amarillo indica que son nucleones sin importar si son protones
o0 neutrones)

En el caso de la izquierda tenemos que todos los nucleones tienen “un vecino” en su mismo nivel, con lo cual hay mucho
solapamiento de la funcién de onda y la fuerza fuerte, que es de corto alcance, los “pega bien”. En el caso de la derecha
tenemos un nucleén que no tiene a ningiin amigo con el cual jugar a la fuerza fuerte, con lo cual esta triste y tiene més ganas
de irse del nucleo. Entonces el caso de la izquierda deberia ser méas estable. Como esto no tiene que ver con el hecho de que
sean protones o neutrones vamos a proponer un término tal que

) Z y N impares = + A
si A es par —
Z y N pares = - A

. i Si Z es par y N es impar = 0
si A es impar — . .
Si Z esimpar y N es par = 0

con lo cual vamos a afiadir un A al a energia

z2(z-1) (Z-(A-2))?
A/3 A A

M:Zmp—l—(A—Z)mn—aVA—a5A71/3+ac + A

con A ~ v/ A (empirico) y el signo es lo que pusimos antes. Los pardmetros ay, as,ac y aa se ajustan en forma experimental.
Segun si vamos a trabajar con dtomos livianos o dtomos pesados podemos obtener leves diferencias para estos parametros
que haran que nuestro modelo se ajuste mejor a los resultados.

Binding energy Vamos a definir la energia de ligadura del siguiente modo
B= — (M — Zm, — Nm,,)

con lo cual

1/: -1 —(A4- 2
Bz—(—avA—aSA_/d—i—aCZ(jl/ )—l—aA(Z (i 2)) —I—A)

Obsérvese que B > 0 (por culpa del signo negativo que le metimos a mano) para que el nicleo sea estable. Esto quiere decir
que el término de fuerza fuerte ay es el que domina por sobre todos los demaés.
Un grafico interesante es el siguiente
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2.1 Modelo de gota liquida 2 NUCLEOS ATOMICOS
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Como se puede ver 1) el modelo de juguete que armamos en 15 minutos le pega re bien a los datos y 2) en los nimeros
magicos ocurren cosas raras.

Abundancia de elementos  Si 100 % es el total de 4tomos del universo, la abundancia de cada uno de los elementos es la
fraccion de cada elemento que hay en el total de 4&tomos. Lo que se observa es algo asf (quizé el grafico no sea el correcto, lo
googlié répido)
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Mass number, A

Los niimeros magicos Para explicar los niimeros magicos pensemos en el atomo de hidrégeno y los niveles de energia.
Tenemos que

Atomo de hidrégeno
Nivel \ Ntmero de electrones \ Ntmeros magicos

1s 2 2

2s 2

2p 6 8

3s

3p

3d

Vamos a pensar que algo similar ocurre con los nucleones. Vamos a buscar un potencial que sea de corto alcance y que nos
dé los niveles de energia (cuando resolvemos con Schrodinger) tales que aparecen los nimeros magicos que venimos viendo.
El potencial que encontraron los fisicos nucleares que logra esto es el potencial de Woods-Saxon que es

_VO
r—Rg

Vir)=——
l4+e

y su forma funcional es algo asi
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4 GRUPOS DE SIMETRIA

Woods-Saxon potential

Como podemos ver es casi un pozo cuadrado. Este modelo funciona muy bien, los fisicos nucleares lo usan para predecir
todo tipo de cosas y le pegan a los experimentos.

3. lsospin

La clase pasada falté (semana de la fisica). Aparentemente se propone que la fuerza que mantiene unidos a los protones y
neutrones en el niicleo atémico tiene que ver con un isospin que satisface la misma dlgebra que el espin “tradicional”. Usando
el isospin vamos a tratar de explicar los niimeros magicos que vimos en la seccién de nicleos atémicos.

El protén y el neutrén son estados de isospin. El protén y el neutrén tienen cada uno isospin % y cuando los combinamos
en un nicleo se pueden acoplar a isospin 0 o 1.

4. Grupos de simetria

Hoy vamos a ver qué es un grupo de simetria y cémo se representa. Tres de las cuatro interacciones fundamentales
satisfacen (o son) grupos de simetria. Por otro lado el teorema de Noether nos dice que por cada simetria del lagrangiano
existe una cantidad conservada, lo cual es sumamente importante.

Vamos a decir que un sistema es invariante frente a una transformacion cuando luego de aplicarle dicha transformacién
al sistema los observables medidos sean los mismos. Existen muchas transformaciones que ya conocemos, por ejemplo

Traslaciones espaciales
Transformaciones espaciotemporales — < Traslaciones temporales

Rotaciones espaciales

Existen otras transformaciones que son transformaciones internas como por ejemplo

Transformacion de fase de |[¢)

Transformaciones internas —
Gauge en A"

Cada una de estas simetrias da lugar a una cantidad conservada

Simetria Cantidad conservada

Traslacién espacial

Traslacién temporal E
Rotacién L
Transformacion de fase e

Estas cantidades conservadas a su vez son los generadores de la transformacion.
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4 GRUPOS DE SIMETRIA

Grupo de transformaciones Cuando un conjunto de transformaciones satisface las siguientes cuatro propiedades vamos a
decir que forman un grupo:

1. Propiedad de clausura. Esta propiedad la tienen las transformaciones tales que al componerla se obtiene una nue-
va transformacién del mismo tipo, es decir si A; y A; son dos transformaciones entonces A; o A; también es una
transformacion.

2. Existe la transformacién identidad.

3. Todas las transformaciones tienen elemento inverso.

4. Las transformaciones son asociativas.
Grupos abelianos Existen algunos grupos que ademads de las cuatro anteriores satisfacen una quinta condiciéon que es la de
los grupos abelianos. Esta condicion es la de conmutatividad, por ejemplo las traslaciones (pero no las rotaciones).
Ejemplos de grupos

= U (n) es el grupo de transformaciones unitarias de dimensién n.

» Un subgrupo de U (n) es SU (n) que son las matrices unitarias de dimensién n que ademads tienen determinante 1. Un
ejemplo de esto es el espin que es SU (2).

= SO (n) son las matrices ortogonales de determinante 1. Como ejemplo podemos mencionar a SO (3) que son las
rotaciones en el espacio tridimensional.

Representacion de un grupo Cada uno de estos grupos tienen representaciones. Dado un determinado grupo, existen
infinitas representaciones. Sin embargo existe una tinica representacion que es aquella de minima dimension, la cual se llama
representacion fundamental del grupo. Veamos un ejemplo de una representacion: consideremos al grupo de matrices de 2 x 2
de determinante 1, es decir consideremos el grupo SU (2). Este grupo tiene a las matrices de Pauli. Las matrices del grupo
0
1
son la representacion, o sea el espacio vectorial sobre el cual actian los elementos del grupo es la representacién (CREO).
El grupo también tiene los generadores que en el caso de SU (2) son las matrices de Pauli

R R R

Ademés tenemos la “constante de estructura del grupo” que es

, . 1 .
SU (2) acttian sobre elementos que son vectorsitos de dos componentes, cuya base es [0} y { ] . CREO que estos vectorsitos

[Cfi7 Jj] = 25ijk0k
Entonces cada uno de los elementos del grupoSU (2) se podra escribir de la siguiente forma
U= €i9~a

donde @ es un vector de parametros y o es el vector de matrices de Pauli.

Lo anterior es la representacién més chica del grupo SU (2). Pero podemos tener otras representaciones “mds grandes”.
Consideremos por ejemplo una combinacién de dos espines. Al combinar dos objetos de SU (2) vamos a tener en total cuatro
estados que forman el triplete y el singlete:

1 0 0
) Triplete — 0, (1],(0
2 objetos de SU (2) — 4 estados — ol 1o 1
Singlete —
Entonces vamos a decir que
22= 341

donde 2 ® 2 son los grupos que combinamos y lo del otro lado son los multipletes que se generan. Las matrices que actuaran
sobre estos elementos son matrices del grupo SU (3) que son matrices de 3 x 3 con determinante 1.
Consideremos otro caso
2R2®2=40262
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4 GRUPOS DE SIMETRIA

donde el cuadruplete lo podemos representar con los vectores

o O O
o o= O

mientras que a los dobletes los representamos con la base

aaRH)

Proton y neutron Vamos a ver que en la combinacién de tres objetos que pertenecen a SU (2) nos genera en uno de los
dobletes al neutrén y al protén:

2022 =4 2 @ 2

[(ﬂ — Protén

entonces vemos que el protéon y el neutrén son sélo dos estados de una combinaciéon de objetos mas

[J — Neutrén

fundamentales. Podemos pensar que el protén y el neutrén son dos elementos fundamentales (ya que estdn en una represen-

tacion fundamental del isospin) o bien podemos pensar que son un multiplete de una combinacién de tres objetos de isospin
1

5.
Grupo SU (3) La representacién mas chica es la de matrices de 3 x 3 con determinante 1. La dimensién de este grupo es
8 pues tenemos 3 X 3 = 9 componentes pero con la restriccion de det = 1 con lo cual nos quedan 8 componentes libres. De

entre las infinitas bases que hay para el grupo SU (3) una muy especial, andloga a las matrices de Pauli para SU (2), son las
matrices de Gell-Mann que son

01 0 0 -1 0 1 0 0 00 1
M=[10 0] X={1 0 0f A=1[0 -1 0] A=[0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 100
0 0 —i 0 0 0 [0 0 0 L [tooo
=100 0] X=[00 1 XA=1[00 —i| XA=-2={0 1 0
i 0 0 0 1 0 0 i 0 V3lo 0 -2

y satisfacen la siguiente algebra

Ai A . Ak
[2, ;] = ifije

donde la constante de estructura f;;, es otra cosa que no es el tensor de Levi-Civita (ver en este link).
En el grupo SU (2) existen, como ya vimos en Tedrica 2, los operadores de subida y de bajada

1 )
ox =35 (01 £ io9)

En SU (3) también existen los operadores de subida y bajada sélo que es més complicado ya que hay “méas dimensiones” que
en SU (2)

1
%\'A, + 1A, e

| lambda_3
301y

N N //

L10-ir) L0n +i) r 4
2Vt Flg+ing)  f1(x, +in,)

AN P

lambda_8
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4 GRUPOS DE SIMETRIA

Representaciones de antiparticulas Supongamos las particulas protéon y neutrén a las que les asignamos en el isospin lo

siguiente
. 1
P 0
N 0
" 1

;,Cémo representamos las antiparticulas? Sabemos que las antiparticulas tienen todos los niimeros cuanticos invertidos, pero
la misma masa. Entonces les tenemos que asignar el isospin opuesto

5y 0

b 1

)

El problema es que esto falla y hay que agregar una cosa mas. Para ver por qué falla consideremos una rotaciéon de valor m

alrededor del eje z
! .
{p/] _ ino m
n n

Il
|
T o3
| I

. . ’ , / , . . .
lo cual quiere decir que el p’ es “menos un neutrén” y n' es un protén. Consideremos ahora lo mismo pero para las antipar-
ticulas

con lo cual hemos encontrado que

y como podemos ver los signos “no cierran” (7). Para resolver esto redefinimos a las particulas de modo tal que no sé qué y
termina quedando asi

—/ —

p=-n

—/ _

n'=p

Para lograr esto lo que tuvimos que hacer es definir a los estados del siguiente modo
. 1 SR 0
P 0 b 1
. 0 SR -1
n 1 n 0
Cuando combinemos estas dos cosas vamos a anotarlo asi

202=3a1

donde 2 es el de las particulas, 2 es el de las antiparticulas y

[11) = —pn
35 |1o>=%<pp—mz> 1—>|00>=\%(pﬁ+nﬁ)
1-1)=np
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5 MODELO DE QUARKS

5. Modelo de quarks

Vimos que se introdujo el isospin y que tiene que ver con la fuerza nuclear fuerte. Ademéas vimos que el protén y el
neutrén son en realidad distintos estados de isospin del “mismo objeto”, o algo asi.

— > Isospin
-1/2 172

+

Ademsis de los niicleos vimos que existen otras particulas que tienen isospin, por ejemplo los piones 7,7 y #~. A orden

cero los piones tienen la misma masa pero difieren en isospin

pi- pi0 pi+

Isospin

Ademas existen las A7, A% AT y ATT con las que ocurre lo mismo, difieren en isospin

Delta- DeltaO Delta+ Delta++ ,
Isospin

Vemos que existe una relacién entre la carga eléctrica y la proyeccién de isospin

Q:€<Is+;>

que funciona muy bien para los bariones (neutrones, protones, A’s). Sin embargo esto no funciona para los piones, que son
mesones.

Vamos a definir un nuevo ntimero cuantico que serd el nimero baridnico. Vale 1 para todos los bariones y cero para los
que no son bariones. Entonces vamos a decir que

Q26(13+§)

Ahora esto si funciona para los piones.

Particulas extrafias Sin embargo para la particula A® que tiene isospin I = 0 y espin J = % esto no funciona. Esta particula
(y otras maés) tiene la peculiaridad de que tiene un tiempo de decaimiento muy largo y un “tiempo de creacién” muy corto,
que difieren en 10 érdenes de magnitud. Es decir en los siguientes procesos

7 pt — AK°
A® — 77 4 pt

el primero tiene un tiempo medio de 1072° segundos mientras que el segundo proceso es 10 6rdenes de magnitud més lento.
Para tener en cuenta a las particulas extranas se definié el nimero cudntico de extraneza S tal que

Q=€<13+BJ2FS>

En particular a A" se le asigna S = —1. Esta relacién entre la carga eléctrica, que explica la fuerza electromagnética, el
isospin que estd relacionado a la fuerza fuerte, y los otros dos nimeros cuénticos, es una especie de alquimia. A cada particula
se le asigna un S distinto tal que esto funciona (algunas particulas tienen S = —2 por ejemplo).

Modelo de Sakata Aca aparece un tal Sakata que en 1956 propuso un modelo que duré un dia. Su paper fue rechazado y
tirado a la basura. Parece que estuvo bien que lo tiren pues estaba mal, pero tenia una idea que estaba muy buena. Sakata
propuso una “base de particulas y antiparticulas” del siguiente modo

Antiparticulas

Particulas .
Extraneza
0 P Isospin +1 Lambda®
-1/2 1/2
-1 {Lambda® P Isospin
-1/2 1/2
Extrafieza
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5 MODELO DE QUARKS

y propuso formar todas las demds particulas como combinaciones de estas tres del siguiente modo:

NA° pA°
£ \ \/ / « Isospin = 1
np oh

/\0

(es imposible hacer este dibujito en la PC...) La linea que indica I = 1 podria representar a los piones. Ademds vemos
que genera los octetes que vimos hace unas clases (esto lo veremos mejor la clase que viene). Entonces la idea de combinar
particulas para formar todas las demas conocidas estd muy buena. Sin embargo este modelo de Sakata tiene muchos problemas
e inconsistencias por todos lados, por ejemplo empiricamente se sabe que la masa de los piones (mesones) es menor que la
de los neutrones y protones (bariones). Sin embargo este modelo estd proponiendo que los piones estdn formados por dos
bariones, por lo tanto no se sabe como explicar que la masa de los piones es menor que la de sus constituyentes. Pero
rescatamos la idea de combinar particulas para formar todas las demas.

Modelo de Gell-Mann (quarks) Cinco anos después de Sakata aparecié Gell-Mann y propuso el tan afamado modelo de
quarks. Gell-Mann toma de Sakata la idea de generar octetes juntando una particula con una antiparticula. Sin embargo
considerd que la base de particulas era otra, pero con el mismo mecanismo de Sakata. Propuso dos particulas fundamentales
que generan la base de isospin y una de extraneza:

Extrafieza

d T u Isospin

que son los quarks up, down y strange. Le asigné los siguientes nimeros cuanticos

Q I3 S B Espin

2 1 1 1

ul 5 3 0 3 2
1 1 1 1

dl -5 -3 0 3 3
1 11 1

S 3 0 1 3 3

Ademads postulé que todos los bariones se obtienen mediante la combinacién de tres quarks, es decir tres objetos de
SU (3). Por otro lado, los mesones se obtienen de combinar un quark con un antiquark. Es decir

{barién—>3><3><3

mesén — 3 X 3
Veamos los distintos bariones que podriamos armar de esta forma usando los quarks:

UUU
uud
udd
ddd
dds

dss

$8S

$SU
suu
uds

SU(2) —

+— SU (2)

SU(2) —
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5.1 Funcion de onda 5 MODELO DE QUARKS

Veamos ahora los niimeros cuanticos que obtenemos con estas combinaciones de quarks y las posibles particulas que
“candidatas” que tenemos:

I3 Q S B Candidatos conocidos
uun 3/2 2 0 1 ATT
uud 1/2 1 0 1 p, AT
udd =12 0 0 1 n, A°
ddd —3/2 -1 1 :
dds -1 -1 -1 1
dss 1 -1 =2 1
EXE] 0 -1 -3 1
ssu /2 0o -2 1
suL 1 1 -1 1
uds 0 0o -1 1

Repitamos el proceso ahora para los mesones:
I; @@ S B Candidatos
U 0 0O 0 O 0
ud 1 1 0 0 ot
ud -1 -1 0 O o
dd 0 0 0 0 0

(Falta considerar las posibilidades con us y ds.)

5.1. Funcién de onda

Combinacién de dos objetos de SU (2) Vamos a “construir a manopla” los grupos de simetria que nos interesan acé. Por
ejemplo con los quarks u y d formamos el grupo de simetria SU (2) — 2 x 2. Combinando los u y d tenemos lo siguiente

uu
ud
du
dd

y no sé por qué queremos hacer cosas simétricas y antisimétricas del siguiente modo

Simétrico (triplete con I = 1) Antisimétrico (singlete con I = 0)

uu

ud+du ud—du
V2 V2
dd

Entonces vemos que combinando objetos con I = % obtenemos el singlete y el triplete (igual que con el espin).

Combinacion de tres objetos de SU (2) Vamos a combinar ahora tres objetos de SU (2), es decir tres quarks u y d.
Tenemos lo siguiente

)5 RESUE E
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5.1 Funcion de onda 5 MODELO DE QUARKS

Simétricos (cuadruplete) Mixto antisimétrico (doblete) Mixto simétrico (doblete)
uuy uuu
uud
udu %\}%&d“" % % K“‘i‘;;“) u— \/iuud]
duu
ddu
dud M\ﬁw % Idem arriba cambiando u « d
udd
ddd ddd

vemos que el mixto antisimétrico es antisimétrico en el primer y segundo elemento mientras que no tiene simetria definida
para el tercer elemento. Para el mixto simétrico ocurre lo mismo. Lo que obtuvimos es que

2x2x2= 4simétricos + 2mixto antisimétrico + 2mixto simétrico

es decir que combinar tres objetos de SU (2) nos da un cuadruplete de estados simétricos, un doblete de estados mixtos
antisimétricos y un doblete de mixtos simétricos.

Combinacion de tres objetos de SU (3) Si queremos combinar objetos de SU (3) tenemos que usar los tres quarks. No
sé si esto lo vamos a ver mejor la préoxima clase pues ahora lo estamos viendo a las chapas al final de la clase. Se forma el
decuplete

A_ /\0 A+ A++
-3/2 -1/2 1/2 3/2
ddd' . . —
dds * uds + uus todas estas tienen
espin = 3/2
dss « USS
sss

Si armamos la funcién de onda para alguno de estos bichos tenemos que
|) = |sabor (quarks)) |espin)
No sé por qué lo anterior es simétrico lo cual es un problema porque estamos queriendo describir fermiones que tiene |¢))
antisimétrica.
Clase publica en la plaza de Juramento

Al combinar tres objetos de SU (3) tenemos 3 x 3 x 3 = 27 dimensiones distintas. Estos 27 estado los podemos agrupar
en grupos de simetria bien definidos. La clase pasada construimos el decuplete y vimos que todos los elementos del decuplete
tienen la simetria “simétrica”, valga la redundancia, es decir

3Xx3Ix3= 1osimétricos + 8aﬁn no sabemos 1 8aﬁn no sabemos T 1afm no sabemos

Hoy vamos a construir en forma explicita los octetes.
Gell-Mann propone, por otro lado, que para los mesones (que se forman con un quark y un antiquark) tenemos que

3x3= Bantisimétrico + 1

)5 RESUELTOS
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5.1 Funcion de onda 5 MODELO DE QUARKS

Todas estas locuras tienen sentido pues son las cosas que luego se observan experimentalmente. Es decir

3x3x3 = 10+84+8+1

y lo mismo para los mesones.

Este mezcla los tres

Aqui tenemos que la funcién de onda es
|sabor) |espin)

y como estamos en un cuadruplete ambas son simétricas (o algo asi, esto es re charlado). Como estamos combinando tres
quarks que tienen espin %, entonces tenemos un fermién. Pero como [sabor) y |espin) son ambas simétricas, tenemos un
problema pues la funcién de onda deberia ser antisimétrica (fermién). Esto lo vamos a resolver la semana que viene.

Los octetes Los octetes tendran simetria mixta.

2% 2% 2=4g+ 2uma + 2ms

2><2><2=4S +2MS
S
/_/\‘_/\
ddu uud
I3
dds . . uus
dss uss %*’21\45
2><2><2:4S +2MS

Operadores de subida y de bajada Vamos a usarlos para construir no sé qué. Para SU (2) (espin) se definen segiin vimos

en Tedrica 2 )
o1 109

V2

o4+ =

y su accién sobre los estados es

o 14 = 1)
o) =0

Ahora tenemos que laburar con tres quarks que cada uno tiene isospin y extrafieza. Veamos primero como definir el operador
de subida para una combinacién de tres espines:

o7?? =0, 11+ 1oy 1+ 110,

Ya vimos que 2 X 2 X 2 = 4g 4 25 + 2ma - Consideremos un estado de 2y
11
272
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5.1 Funcion de onda 5 MODELO DE QUARKS

el estado |2, 1) es un estado que acopla a isospin total I = L con proyeccién I3 = 1) y como ya hemos visto
272 2 2

1)

Ahora le aplicamos el operador

‘ ! [(ud + du) u — 2uud]

2X2x2

11 1

1
- _% [(ud + du) d — 2ddu]

!
T2 2

Vemos que el estado que obtuvimos tiene la misma simetria. Es decir que la aplicacién de los operadores de subida y bajada
no me cambia la simetria, nos movemos dentro del mismo multiplete.

Ahora vamos a pasar al isospin. Vamos a tener también el operador de subida y bajada pero con las matrices de Gell-
Mann. Como tenemos tres sabores que son u, d y s, vamos a tener varias posibilidades para los operadores de subida y bajada.
Es decir, tenemos el operador de subida y bajada de isospin que labura en la combinaciéon de quarks u y d

1
L = 5 (ko)

De la misma forma podemos definir otros dos operadores que laburen entre el quark d y s, conocido comtinmente como
“U-espin”

1
U = 5 (A6 £ iA7)
y a un par de operadores de subida y bajada que laburen entre los quark v y s, que se llama “V-espin”
1 .
Vi=g (A1 £iAs5)
S

uud
Vo s

ddu

dds .

dss uss

Veamos qué pasa con esos dos estados que estan en el medio, en el mismo lugar. Supongamos el protén y el neutrén:

n p
. \U\“A \;/ < N0

Estoy medio perdido...

U n=aA+ 3B
V_op=~vA+6B

donde A y B son estados de no sé qué y a, 3,7, son coeficientes que tenemos que encontrar en un problema de la guia.
La funcién de onda total tiene que ser

[th) =13 x 3 x 3 de sabor) |2 X 2 x 2 de espin)

La simetria de la funcién de onda total va a depender de cudl de los multipletes de sabor combinemos con cual de los
multipletes de espin. Es decir, si combinamos un multiplete de sabor simétrico con un multiplete de espin antisimétrico,
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5.1 Funcion de onda 5 MODELO DE QUARKS

vamos a tener una funcién de onda antisimétrica. Y asi... “Para un sidbado a la noche que no tengamos nada que hacer”
podemos verificar lo siguiente

L
V2

|1 simétrica) = [l$, MS,3SU (3)) |x, MS,3SU (2)) + |¢, MA,3SU (3)) |x, MA, 3SU (2))]

1
|1 antisimétrica) = 7 [l¢, MS,3SU (3)) |x, MA,3SU (2)) — |¢, MA,3SU (3)) |x, MS, 3SU (2))]
B ¢ =sabor [ MS = mixto simétrico 3SU(3)=3x3x3 .
donde la notacién es: o ] L, . Lo anterior es un resultado de un
X =espin | MA = mixto antisimétrico’ |3SU(2) =2 x 2 x 2

ejercicio re bajon de la guia. No vamos a hacer la cuenta aca.

Ejemplo: funcion de onda del proton Consideremos por ejemplo la funcién de onda del protén cuando tiene proyeccién de
espin 1:

st =~ fuud (1 = 111 <2 110 + udu (P14 + 411 -2 1) + .

o dun (1 + M -2 )]

Atin no sabemos si la funcién de onda que vamos a tener que usar para el proton es la simétrica o la antisimétrica. Seguramente
termine siendo la antisimétrica pues el protén es un fermién.
Utilicemos esta funcién de onda para calcular el momento magnético del protén:
e

p=—
m

Lo que vimos en F4 es que el momento magnético da la mitad que esto, entonces postulamos ad-hoc que
e

= om

Pero teniendo la funcién de onda podemos hacer la cuenta y ver qué pasa. Vamos a definir que cada quark tiene el siguiente

momento magnético
€;

= Qmi

y ahora decimos que el momento magnético del protén es la suma de los momentos magnéticos

(wpt) = > M moslp?)

K2

4:U'u — Hd
3

Fiu = juu
donde fi; 73 es el “operador momento magnético en la direccion 3”. Vale que ¢ 1 d = fiq .

Pi 8 = fis
Podriamos hacer la misma cuenta pero metiendo la funciéon de onda del neutrén. En este caso obtendriamos

(tnt) = ...algo que no nos importa ahora. ..

Obsérvese que si el neutron fuese una particula fundamental esperariamos que no tenga momento magnético pues es una
particula neutra. Pero como tiene una estructura interna entonces tiene momento magnético.
Si hacemos las cuentas con las funciones simétricas y las antisimétricas vamos a obtener

2

Hp Funciones simétricas 3

[M"J =92
Hp Funciones antisimétricas

En la naturaleza se observa que

P‘nJ — —0,6849745 + 0,00000 . . .
Hp en la naturaleza

entonces vemos que la simétrica tiene més chances de ser la posta... Debido a que p y n estan en el mismo multiplete,
la simetria de ambas debe ser la misma. No puedo mezclar protén simétrico con neutrén antisimétrico. Esto no es lo que
esperabamos ya que pensabamos que la funcién de onda debia ser la antisimétrica, pero la naturaleza eligio la simétrica. La
proxima clase vamos a ver como arreglar esto. La solucion va a ser la de siempre: anadir un ntimero cuantico mas que serd
el color.
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5.2 Color 5 MODELO DE QUARKS

Clase publica en el ex MinCyT

Hasta ahora vimos que podemos trabajar con una base de la simetria SU (3), que en forma automdgica define una base
de antiparticulas. Puntualmente lo que tenemos es lo siguiente

Extrafieza Extrafieza
A A
d Isospin §
v d
Isospin
S
SU(3) de sabor SU(3) de "anti"sabor (?)

Tomando a modo de postulado la existencia de estas tres particulas uds (y sus antiparticulas) podemos combinarlas del
siguiente modo

= Mesones: un quark y un antiquark.
= Bariones: tres quarks.

= Antimesones: igual que los mesones.
= Antibariones: tres antiquarks.

Obsérvese que un sistema (particula) formado por dos quarks y un antiquark es algo que no existe.
Hay algunas cosas de este modelo de quarks que son medio misteriosas. En particular nos hacemos las siguientes preguntas:

= Por qué existen combinaciones de quark-antiquark pero no existen con dos quarks? Idem para cualquier otra combina-
cién que no exista, por qué?

= Simetria de la funcién de onda. El protén es un fermién con lo cual su funcién de onda debe ser antisimétrica. Sin
embargo la clase pasada vimos que la funcién elegida por la naturaleza es la funcién simétrica. Lo mismo para los
neutrones. En particular esto ocurre para todos los bariones.

5.2. Color

Para resolver tanto el problema de la simetria de la funcién de onda como también el problema de por qué se observan sélo
combinaciones de tres quarks (bariones) y combinaciones de quark-atiquark (mesones) se afiadié un nuevo niimero cudntico:
el color. Al color se le asigné la misma simetria que la del sabor de los quarks: SU (3). El color puede ser

{R, G, B}
Entonces vamos a decir que los quarks tienen
= Espin.
= Sabor {u,d,s}.
= Color {R,G, B}.
Al combinar tres quarks la parte de color es
3x 3 x3=10s + 8ma + 8ms + 1a

Postulamos ademés que la naturaleza sblo permite estados que sean incoloros. En consecuencia la tinica opcién para las
particulas es estar en el singlete antisimétrico de color

1a

Esto explica por qué la parte de sabor de la funciéon de onda de los bariones es la simétrica: pues la parte antisimétrica es la
de color. Ademas la tinica forma de obtener cosas incoloras es combinando o bien tres quarks o bien un quark y un antiquark.
No hay otra forma.
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Ejemplo de evidencia experimental del color Consideremos un proceso de aniquilaciéon de un electréon y un positron. El
fotén virtual que se genera puede decaer en los siguientes casos

€ e ]’+ M a S
/\>W< /

e+ e+ - \ _ & é
r o * D,
—
Hadrones

Es decir que un fotén (virtual) puede decaer en cualquier par particula/antiparticula que tengan carga eléctrica. Pun-
tualmente podria decaer en pares de quark-antiquark, es decir que el resultado de nuestro experimento podria ser un mesén.
Si estamos en un régimen en el que colisionamos e con e~ con energias del orden del GeV entonces

2

+o— +,-) = @
o(ete” — = —
( Ko ) 2E2
2
— 2 7 ﬂ-a
o (e+e — algtin meson) =252 | Qde 10s quarks

Entonces (no entiendo muy bien, es todo muy charlado) se puede calcular el ratio

o (eTe™ — algin mesdn)

R =
oete” = ptp~)

= Qn+Qi+Q:

2

3

Si hacemos un super mega acelerador y medimos todo esto vamos a ver que R nos da una cosa asi:
R
2 . o e o o * o . .
2/3
Energia

i Cuél es el problema con nuestra teoria que atin no conocemos? El problema de la teoria que atin no conocemos es que
no tuvimos en cuenta el color. Es decir que en nuestros procesos de produccién de quark-antiquark no tuvimos en cuenta de

que los quarks pueden ser de tres colores distintos. Entonces nos falta un factor de 3 en nuestro calculo de R del siguiente
modo

R=(QI+Q5+Q%) x3=2

Parte Il
Parte formal del curso

Motivacion para juntar la cuantica con la relatividad

Sabemos que el proton y el neutrén satisfacen lo siguiente

’ \ Masa \ Composicion \
Protén | 1000 MeV uud
Neutrén | 1000 MeV udd

De aqui estamos tentados en atribuir las masas a los quarks de la siguiente forma

My ~ 330 MeV
mg ~ 330 MeV

SALF
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6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

El problema es que en este caso la masa del pién deberia ser
M+ ~ 660 MeV
pues 1 estd compuesto por du. Sin embargo
mq+ ~ 150 keV
lo cual nos indica que la masa de los quark debe ser menor, y el resto de la masa del protén y el neutrén viene de energia

potencial u otra cosa.

6. Ecuaciones cuanticas y relativistas

6.1. Schrodinger (no relativista)

De Tedrica 2 ya sabemos que a la energia y el momento se le asocian los operadores

1o}

E h—
AT
p — —thV

En el caso clasico tenemos que, para una particula libre,

p2

T o2m

Entonces si reemplazamos las cantidades clasicas E' y p por los operadores y lo aplicamos a una funciéon de onda obtenemos

2 2
_ b L OY _ R o
By@t) =2 plat) = ik =5V
la ecuacién de Schrodinger.

Tratemos de encontrar una interpretacién para . Para ello consideremos las siguientes dos igualdades

. *a¢ hQ *v72 _
B gtV Y =0
. 81/1* h2 2, 0% __
g+ gV YT =0

donde lo que hicimos fue, en la primera multiplicar por ¥* y en la segunda simplemente conjugamos la otra. Ahora podemos
restar ambas ecuaciones para obtener

. a * FLQ *v72 2 %
—i (W) + 5 (UTVE V) =0
pE VY
Si ahora definimos K2 entonces la ecuacion anterior es
J = 5 (U~ $ V)
im
dp
ot +V-J=0

que es una ecuacién de continuidad. Es decir que si integramos esto en un volumen V' obtenemos

0
—a/pdV—#J~ds

14 ov

Esta ecuacién nos dice que el cambio en la cantidad que estd dentro del volumen tiene que ver con aquello que se fue por las
periferias. Debido a que 9 es una funcién de cuadrado integrable (y normalizada) entonces p = 1)*1 satisface

0<p<1

y en consecuencia se habla de que p es una densidad de probabilidad.

) RESUELTOS DE
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6.2 Klein-Gordon 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

El problema de la ecuacion de Schrodinger El problema con Schrodinger es que no es invariante relativista (en particular
no es invariante frente a boosts). Esto se debe a que las derivadas 9; y V aparecen con diferentes 6rdenes. Y queremos que
las teorias que desarrollemos sean invariantes relativistas.

6.2. Klein-Gordon

Tratemos de hacer algo parecido a lo de la seccion anterior de Schrédinger pero ahora en un caso relativista. Vamos a
conservar el hecho de que

L0
Eﬁlha
p — —thV

En relatividad especial no cuantica se definen los cuadrivectores momento covariante y contravariante tal que sus
coordenadas son

[
[

de modo tal que
p!p, = una constante invariante

Del mismo modo podemos definir los “cuadri-operadores cudnticos” segiin
def . . 8

P, = ih0, = ih—

H K Ok

y el “cuadrivector cuadrigradiente” con componentes
9
O ~ | Bt
-V

0
oo~ [g]

Obsérvese que el signo para las componentes espaciales de 0* es distinto al de p#, o el de cualquier otro vector. Es-
to se debe a que mientras que p, « y la fuerza F son vectores (contravariantes, i.e. vectores “posta”), V es un co-
vector (vector covariante). Es por eso, creo, que FF = —V¢. jNunca te llamé la atencién el signo “menos” de esa
férmula en F17

Sin embargo, en lugar de usar la relacién clasica

P

2m

vamos a usar la relacion relativista
E? — c2p2 +om2ct

con lo cual, reemplazando cada cantidad por su operador asociado y actuando sobre una funcién ¢ (x,t) obtenemos

82
_52@ = —02h2v2 ¢+ m204 ¢

Para no estar arrastrando constantes incémodas por todos lados vamos a trabajar en un sistema de unidades tal que

h 1

c

Ademds, considerando

la ecuacion anterior se convierte en
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6.2 Klein-Gordon 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

6.2.1. Interpretacion de ¢

Hagamos algo similar a lo que hicimos para interpretar 1) en Schrédinger. Vamos a multiplicar a la ecuacién de Klein-
Gordon por ¢*, luego conjugar, y luego restar ambas ecuaciones (igual que hicimos en Schrédinger) vamos a llegar a que

5 { <¢ af ag;*)] +V - [-i(¢"Ve - V)] =0

<¢ 9 09"

ot ) obtenemos la misma ecuacién de continuidad

J = —i(¢"V - V)

Definiendo

dp

8t+v J=0

Las soluciones de la ecuaciéon de Klein-Gordon son ondas planas de la forma
¢ = Ne—ip-z—Et)
Reemplazando esta expresién de ¢ en la definicién de p y de J encontramos que
p=2B|NJ
{J = 2p|N |’
Esto nos permite definir un cuadrivector

T opt | N

tal que la ecuacién de continuidad es
0,J" =0

Hasta acé parece que venimos re bien. Tenemos alta ecuacién (de Klein-Gordon) y encontramos alta ecuacién de continuidad.
Sin embargo hay un problema (o varios). Consideremos la relacién relativista E? = ¢?p? + m?c* de donde obtenemos

E = ++/algo
con lo cual la energia puede ser positiva o negativa, tanto como queramos. Dos problemas que esto nos trae son
1. Debido a que p x E, esto implica que
p = *algo
por lo tanto ya no podemos interpretar a p como una densidad de probabilidad.

2. El hecho de que la energia pueda ser tan negativa como queramos implica que no hay un nivel fundamental...

Interpretacion de Pauli Aca aparecié el crack de Pauli con una solucién a este problema. Pauli tomé a la cuadri-corriente
Jt = —i(¢*0"p — p0"¢")

y la multiplicé por la carga:

I = —ei (606 — 609"

J% = —2¢E
J = —2ep

Ahora metemos a manopla el signo de la carga e de modo tal que la J° siempre nos quede positiva, es decir

y entonces

{Soluciones con E<0 = metemose>0 =eT

Soluciones con £ >0 = metemose<0 = e~

Aqui encontramos a las particulas y las antiparticulas, es decir que las soluciones con energia positiva son los electrones de
siempre mientras que las soluciones con energia negativa son los positrones, la antiparticula del electrén. Entonces interpre-
tamos que p no es una densidad de probabilidad sino una densidad de carga.
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6.3 Ecuacion de Dirac 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

Considerando todo esto, entonces, podemos ver “cémo se mueven” las particulas y las antiparticulas. Consideremos lo

siguiente
E
JH(eT) = -2
() =27

entonces vemos que una antiparticula es igual a una particula pero moviéndose para el otro lado, o algo asi. En términos de

ondas tenemos que
o~ iBt — —i(—E)(—1)

lo cual nos dice que una particula con energia negativa (antiparticula) moviéndose desde el futuro hacia el pasado es lo mismo
que una particula comin moviéndose hacia el futuro (o algo asi).

6.3. Ecuacion de Dirac

Dirac hizo otro intento de escribir una ecuacién que junte a la cuantica y a la relatividad pero que no nos haga perder
la interpretacién de probabilidad. Para evitar todo el tema de las energias negativas, el p no definido positivo, etc. Dirac
propuso un hamiltoniano tal que

HDirac = CQ - P + 6m02

donde « y 5 son pardmetros a determinar. Vamos a pedir que valga la nocién de autofuncién del operador hamiltoniano
%irac\:[j =FEV

pero ademas vamos a querer que se satisfaga la relacion de dispersién relativista

E2 — 62])2 +m264

Entonces queremos que
AV = E?U
(CaiOéj + ﬂmcz) (coszj + ,Bch) v = (62p2 + m204) v
[c%z?p? + & (e + ajoy) pip; + (@i + Boy) pmc® + BZmQCﬂ U =
De aqui obtenemos que
5 =1
{ai, 5} =0
{ai;, 8} =0
a?=1
donde {a,b} es el anticonmutador. Lo primero que notamos es que 3 y los a; no pueden ser simples nimeros complejos ya

que los nimeros no anticonmutan.
Tomemos la ecuacién {a;, 8} = 0. Es equivalente a

o = —Paif
Si ahora tomamos la traza de esto tenemos que
Tr(ey) = —Tr(Ba;f)
= —Tr(apB)
= —Tr (al)

por lo tanto la tinica opcién es que
Tr(a;) =0
Tr(8) =0

(la ecuacién Tr(B) = 0 se obtiene haciendo una cuenta similar partiendo de otra de las ecuaciones). Por otro lado tenemos

#=1
que { ) lo cual implica que los autovalores de estas matrices son
i

autovalores (o) € {£1}
autovalores (3) € {£1}
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6.3 Ecuacion de Dirac 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

Juntando esto de los autovalores con lo de la traza nos impone que la dimensién de estas matrices tiene que ser par, si o si.
Las matrices de Pauli son de traza 0, son de dimensién 2, pero no satisfacen todas las relaciones de anticonmutacion.
Si nos vamos a dimensién 4 encontramos a las matrices de Dirac

et [Loxo 0
p= { 0 _]12><2:|

o def 0 ag;
v g; 0
que si satisfacen todo.
Recordando que %iac = cax - p 4+ fmc? y sabiendo que las a; y 3 son matrices de 4 x 4 entonces tenemos que

HDirac €S un objeto de 4 x 4

con lo cual
U es un objeto de 4 x 1

A pesar de que ¥ tiene cuatro componentes, no tiene nada que ver con los cuadrivectores. Es decir, ¥ no es un cuadrivector,
simplemente vive en un espacio de cuatro dimensiones. El espacio en el que vive ¥ no es el espacio de Minkowsky en el que
viven los cuadrivectores como p*.

Entonces tenemos que la ecuacién de Dirac es

)
m%t = —iha - VU + mc g
Si multiplicamos por S a la izquierda de ambos lados obtenemos

]
mﬁaa—t = —ihfoa - VU + mc*¥

donde hemos usado que 3% = 1. Ahora definimos un “cuadrivector de matrices” que es

"= ol

(31§

entonces la ecuacién de Dirac se puede reescribir del siguiente modo

y recordando que

‘(i'y“p#fm)\ll:()‘

Obsérvese que la ecuacién de Dirac es lineal en p* (o es de primer orden en las derivadas) mientras que la ecuacién de
Klein-Gordon (p*p, +m) ¢ = 0 es cuadrética en p* (o de segundo orden en las derivadas).

6.3.1. Interpretacion de ¥

Hagamos ahora lo mismo que hicimos para la ecuaciéon de Schrodinger y luego para la de Klein-Gordon: tomemos la

ecuacion de Dirac 5w
iha = —iha - VU + mc?p¥

y multipliquémosla por Wt L ¢T* para formar las siguientes dos ecuaciones

mqﬁ%f = —ihUia - VU + mlUipw

ih\I/aa—\I: = —ihWa - VI + mEwpuf
Si ahora restamos las dos ecuaciones obtenemos

—m% (V10) = —iheV - (V)

Vamos a definir la operacién “adjunto de Diracadjunto de Dirac” tal que si W es un espinor entonces su adjunto es

U= \IIT’yO
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6.4 Soluciones de la ecuacion de Dirac 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

Ahora definimos a la cuadricorriente -
JH = UAyHT

tal que sus componentes temporal y espaciales son

p = wiw
J = Utaw

obtenemos la ecuacién de continuidad % +V -J =0 v. Ahora vemos que p si es definido positivo (?).

6.4. Soluciones de la ecuaciéon de Dirac

Para resolver la ecuacién de Dirac nos vamos a parar en aquel frame en el que p = 0, es decir el frame en reposo. Esto
hard que sea todo maés facil. Luego aplicaremos un boost de Lorentz para pasar a un frame cualquiera.
Antes de comenzar veamos que el hamiltoniano de Dirac es

Hp =a-p+ m

Solucién en reposo  En el frame en reposo tenemos que la ecuacién de Dirac es

v
zh%—t = Bmc*
con B = P B ]J . Entonces tenemos que
0y Uy
ot |ws| T RO |-
Wy -0y,

Como podemos ver son cuatro ecuaciones diferenciales pero no estan acopladas. Y la solucién de cada ecuacién es muy
sencilla, es la tipica soluciéon en todos los cursos desde F1 hasta la tesis: la exponencial. Explicitamente tenemos que una

posible solucién es
2
o) = exp (—imhet>

Podemos encontrar otra soluciéon que sera

2
v® — _;mer,
exp ( 1 3

En cuanto a las componentes 3 y 4 tenemos que las soluciones son

OO O

oS O = O

2
pB) — exp <+imhet>

o= O O

0
2
@ _ e\ (0
y v exp (—H 5 t) 0
1

Estas soluciones forman una base de soluciones
{@1)7 v g®) q,<4>}

con las cuales podremos construir cualquier solucién.
Como se puede ver la energia (la frecuencia) de cada solucién es

g me? Para ¥ y ¢
| =mc® Para ¥® y A

®ALF 27 Si ves un error, avisale a Alf ® 201812131123 CCO0


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://losresueltosdealf.wordpress.com/contacto/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

6.4 Soluciones de la ecuacion de Dirac 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

Solucién boosteada  Primero que nada notemos que el hamiltoniano de Dirac conmuta con el momento

(/b P] =0

Esto implica que
p|¥)=p|¥)
H V) = E|¥)

lo cual, expresado en la representaciéon de coordenadas y tiempos (funciones de onda), es

—thVV¥U = pU
0

h—V = EV

Zhat

La solucién de estas dos ecuaciones es

7

V(x,t) = u(va)exp< [p-w—Et])

I~

i
= u(p,E)exp <hp“fvu)

donde u (p, E) es un “espinor constante” (o sea, no depende de @ ni de t). Para encontrar a este espinor constante vamos a
aplicar el hamiltoniano de Dirac a la solucién que encontramos recién, usando la expresién . = a - p + Sm. Lo que tenemos
es que

p A EV
(ca -p+ ﬁch) we=HP T = Pue=wtTu

La matriz que nos queda es
mc212%2 co-p ]

Ca-p‘i’ﬂmCQ = |: co-p _m02]12><2

donde o son las tres matrices de Pauli. Para explotar esta expresién en bloques de 2 X 2 que tiene esta matriz, vamos a
expresar al espinor u como vectores de 2 componentes:

=[]

con u4,up espinores de dos componentes. Entonces tenemos que
mc212%2 co-p Up Up
212x%2 =F
co-p —mc“1 up URB

{chuA +co-pup = Fuy

Haciendo las cuentas encontramos que

co - pus — mclup = Eug

y entonces
co-p
Uy = ——Up
E — mc?
co-p
U = ————5UA
E +mc?

Acé vemos que si E < 0 (lo cual estd bien para un “anti-espinor”) entonces la expresion para us anda bien, pero la de upg
podria irse a infinito. Ocurre lo mismo al revés: si £ > 0 (lo cual estd bien para un espinor comun) entonces la expresién
para up estd bien, pero la de u4 podria diverger. Si tomamos la expresién de up de la segunda ecuacién y la reemplazamos

en la primera, obtenemos
co-p co-p

= U
E—mE+me

uA
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6.4 Soluciones de la ecuacion de Dirac 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

Dados dos “vectores de matrices” A, B entonces existe una identidad con las matrices de Pauli que es

(0-A)(6-B)=A-B+i(AxB)o

Ahora usamos la identidad del box 4 y encontramos que

2p?
Ug = —————UA
B2 — m2ct

2,2
con lo cual necesitamos que zz=25— = 1 o bien E? = 2p? + m2c?, que es lo que ya sabiamos que tenfa que pasar. Toda

esta parte no la entendi, no entiendo para qué estamos haciendo esto...
Recordemos que antes habiamos encontrado una base de espinores en reposo que era algo asi:

1 0 0 0
0 1 0 0
017107 |1]"|0
0 0 0 1

Ahora vamos a generar una base en términos de ua y up. Usando estas soluciones previas tenemos que

1 KA
plua) — { cop uAeihp T,
E+mc?
co-p )
wler) — {E{ncﬂ ugeFnP" Tu

Pero recordemos ahora que u4 y up son dos vectorsitos de dos componentes, sobre los cuales no impusimos ninguna condicién.

En particular podemos elegir
1| |0
s o] [i]}

o<z { o] 1]}

con lo cual lo que nos termina quedando es que ¥(%4) y U(“8) se “parten” en dos soluciones cada una ddandonos

] H ]
o) — 0 (P T

- m -
7@ _ 1 e

v gl U P

o — L e

y estos ¥(") son una base de soluciones para una particula con momento p. Obsérvese que si se pone p = 0 se recuperan las
soluciones que encontramos previamente en el sistema en reposo v'.

6.4.1. Limite no relativista

Consideremos una particula que se mueve con un

pb=p=z
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6.4 Soluciones de la ecuacion de Dirac 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

En este caso tenemos que
1 0
op=|, _q|mv

Consideremos ahora ademads una situacién no relativista en la que

v
lo cual ademaés implica que
E ~mc?
Bajo estas condiciones tenemos que
_1}
77¢0 — 0 e~ FP" T
cop |1
E+mc? 0
1
s N |9 e
v<0 O
O_
Haciendo las cuentitas para las demas soluciones encontramos que
1
\Ij(l) ~ 8 eiip“mu
0
Energia positiva — :0:
o@ o | L] gzivran
0
_0_
o
7B (1) (TPt
0
Energia negativa — :O:
@ 8 TPt
_1_

Entonces vemos que las soluciones con energia positiva son, en el limite no relativista, particulas que satisfacen la ecuacion de
Schrédinger y que viven en un espacio de dos dimensiones: es decir que tienen espin. Por otro lado las particulas con energia
negativa son bichos que también satisfacen la ecuacién de Schrédinger con la misma caracteristica: tienen espin. Sin embargo
las particulas con energia positiva y energia negativa no se mezclan en el caso no relativista, son bichos completamente
separados.

6.4.2. Conjunto completo de observables que conmutan (helicidad)

Obsérvese que J# y p no forman un CCOC (no lo pude seguir sobre por qué esto es asi). Entonces vamos a tener que
encontrar nuevos observables para formar un CCOC.
Si consideramos el frame en reposo vamos a poder definir a la proyeccién de espin en la direccién z (o cualquier otra)
como el observable que nos falta, es decir
me )
03

{23@(1) =g

tal que

Y0 = —g®
Y03 = p®)
Y0 = g
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6.5 EIl mar de Dirac 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

Esto nos permite distinguir a las particulas con espin positivo o negativo. El problema es que si ahora aplicamos un boost,
esto deja de valer.
Para definir un observable invariante de Lorentz (o lo que sea, una constante de movimiento o algo asi) lo que vamos a
definir es a la helicidad como la proyeccién del espin en la direcciéon del movimiento
def A

Yp=oa-P

para ver que es una constante de movimiento hacemos

dd;
IO, % = —*t
[ p] dt
2c
T (axp)-p =
0 =
Podemos definir el momento angular total
J=L+3%
tal que
[27,J] =0
donde
o 0
i

6.5. El mar de Dirac

El hecho de que existan soluciones con energias tan bajas como queramos implica que no hay nivel fundamental... El
espectro de energias de Dirac es | E'| > mc?, es decir

mc?2

-mc?

El problema con esto es que si nos imaginamos un electréon en algin lugar, éste comenzara a caer indefinidamente ya que
no hay fundamental:

o o
o
mc? mc? mc?
0 0 0
-mc? -mc? -mc?
o
Comienza a decaer Sigue decayendo sin
y emitir radiacién limite para siempre

Esto es un problema ya que no es lo que se observa en la naturaleza, las cosas se estabilizan en un nivel fundamental...
Entonces lo que Dirac postulé es que los niveles con energia negativa estdn llenos y esto es lo que conocemos como estado
de vacio o nivel fundamental:
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mc?

Este estado es el vacio
-mc?

Si excitamos al vacio (con un fotén) podemos pegarle a una de estas particulas que estdn en el mar de Dirac y excitarla,
llevandola a un valor de energia positiva. En el mar de Dirac quedara un hueco:

o
mc? mc?2
0 0

-mc? -mc?

(o]
0 - Positréon de verdad
(o]

00000

o
o

Entonces si al estado de vacio lo excitamos con un fotén, vamos a obtener un estado excitado con una particula y una
antiparticula.

De esta forma podemos identificar al nivel fundamental con el vacio que implica no tener ningin electrén ni positrén,
como ya se vio antes. Podemos identificar al “primer excitado” como aquel estado en el que hay un electrén y un positrén
ambos en reposo:

mc? mc? mc?
0 0 0
-mc? -mc? -mc?
Estado fundamental Llega un fotén y "golpea" Primer excitado
(vacio) al vacio

Si el fotén tuviera una energia mayor que 2mc? entonces las particulas tendrian un excedente de energia cinética y ya no
estariamos en el primer excitado sino en uno superior. Que capo Dirac, me cae re bien.

6.6. El hamiltoniano de Scrhédinger-Pauli y el factor giromagnético (limite no relativista)

Otra forma de convencernos de que X es el espin es usar el hamiltoniano de Schréodinger-Pauli que es

= ([ 24yt 5]
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donde A debe ser el potencial vector, B deberia ser el campo magnético y ¢ el potencial eléctrico. La cosa es que la interaccion
magnética es p - B tal que el momento magnético es

donde g es el factor giromagnético. Naturalmente g = 1, sin embargo en los experimentos se observa que
g=2
Si uno pone es 2 a mano, todo anda bien.
Obtencion a partir del hamiltoniano de Dirac El hamiltoniano de Schrédinger-Pauli se puede obtener a partir del hamil-

toniano de Dirac. El hamiltoniano de Dirac es
Hp = ca-p + fmc?

Donde dice p vamos a reemplazar

pop- LA
C

donde A es el potencial vector magnético. Entonces

Hp = ca- (p—%A) + Bmc?

= ca- 7+ fBmc?

Wy

o } (recordar que W tiene 4 componentes) lo que obtenemos es
B

Si le aplicamos esto a un espinor ¥ = [

(ca -+ Bch) Ejj’;] = (sNR +me? — qgi)) [:Iplﬂ

donde enp es la energia no relativista. Si reemplazamos a las matrices o« y 8 por las expresiones en la representaciéon de
Dirac y reacomodamos un poco las cosas, obtenemos

) 2
(c [U(')w aoﬂ'} I {mg 1 _”?02]1} +q¢> Eﬂ = (enr +mc?) Ez]

Desarrollando cada una de las dos ecuaciones tenemos

co-w¥p —l—mez/ﬁ—&—qu\DA = (ENR +m67) U4
ca'ﬂ'\IlAfmcleJB+q¢\I/B: (sNR+m02) Up

De este sistema podemos despejar
co - T
Up=——VUp
ENR — q¢
co - T

ENR + 2mc? — qd

Up =
Ahora podemos reemplazar ¥ en la primera ecuacién por la expresion de la segunda ecuacion. Lo que nos queda es

(o -m)(o-m)

S (enr — q9) (enr + 2mc? — q¢)

Analicemos lo de arriba usando la identidad que vimos la vez pasada: (o - A)(o0-B) = A- B+ i(A x B)o. La ecuacién
queda entonces
U ? (w2 +io - (w x m))
"7 (enr — 49) (ewr + 2me — 49)

o101

% xA-Ipxa-%axp
LAXD

Veamos qué es 7 X 7

TXT

®ALF 33 Si ves un error, avisale a Alf ® 201812131123 CCO0


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://losresueltosdealf.wordpress.com/contacto/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

6.7 Limite ultra relativista (escalén de potencial) 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

(Indiqué los operadores y los no operadores para evitar posibles confusiones.) Para seguir analizando esto tenemos que
aplicarselo a una funciéon de prueba. Cuando aplicamos p x p |¥) lo que obtenemos es algo asi como p x p |¥) y entonces
esto se anula. El término A X A se anula simplemente porque el producto x de dos vectores iguales es idénticamente nulo.
Entonces sélo nos sobreviven los tltimos dos términos. Lo que nos queda es

1hq

(T x o)) ~ (V x (A¥) + A x V)

= @(VXA)\I/
c

= @B\P
Cc
c? (7r2+io'-(1'r><7r))

Volviendo a la ecuacion ¥y = Cnr—ad) (ennt2me® =

) W4 lo que hemos encontrado es que

c? {(p - %A)2 —2ho - B}
(enr — q9) (enr + 2mc? — q¢)

\I/AZ \IIA

Tomemos ahora el limite no relativista. Para ello vamos a considerar que cualquier energia es < mc?. En particular exr <
mc? v gp < mc?. Entonces obtenemos

Ya(enr — q9) szzﬂzhp gA)z — Tho - B} Uy
C C
o bien
(p—ta)’

eNrVPa = _ 1 ho - B+ q¢
2m 2me

¥ 4 < Factor giromagnético!

= HzpVa

Lo que paso, entonces, fue que el limite no relativista del hamiltoniano de Dirac nos dio el hamiltoniano de Schrédinger-Pauli,
que incluye el factor giromagnético % en forma natural. En particular vemos que el término de interaccion magnética es
4q _

—ho-B=u-B
2mec

con lo cual el momento magnético del espinor es

donde S es el espin.

Analisis clasico Veamos la diferencia con el caso clasico. En el caso clasico tenemos que

n o= 212 qum

q

2m

m2mr

y entonces concluimos que el % de aqui es el que estd de mas.

6.7. Limite ultra relativista (escalon de potencial)

Supongamos un potencial que es un escalén en z = 0
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6.7 Limite ultra relativista (escalén de potencial) 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

Supongamos una onda incidente con momento p y energia E < V (z > 0). Vamos a usar la conservacién de la corriente
de Dirac (que no es una probabilidad, es otra cosa). Vamos a asumir una situacién estacionaria para olvidarnos del tiempo.
Asumamos ademas que incide un espinor con espin 1. Recordemos de la clase pasada que un espinor con espin 1 venia dado

por
|:1:|
0 e %p“aju

co-p 1
E+mc? |:O:|

Yeon espin T —

En una tnica dimensién
Pen 2<0 — kz

y en la condicién estacionaria (nos olvidamos del tiempo) y en unidades naturales esto es

1
; 0
’(/)incidente (Z) = ezkz k
E+m
0
La onda reflejada vuelve con el mismo momento k. Lo que no sabemos es si vuelve con espin 1 o |, entonces proponemos que
1 0
—i 0 i 1
/(/)reﬂejada (Z) = ae ikz -k + be ikz 0
E+m
0 _k
E+m
Por ultimo veamos cudl es la onda transmitida. Usando la energia relativista
E=+p>+m?+V
podemos despejar el momento g de la onda en la regién con z > 0:
g=\/(E-V)’ —m?
Como la particula se mueve “hacia la derecha” entonces
Den 2>0 = (]2
Entonces proponemos un espinor
1 0
; 0 ; 1
wtransmitido (Z) = ce'”® _q + de'?* 0
E—-V+m
O _ q
E—-V+m

Juntando todo tenemos que nuestra funcion candidata a resolver el problema es
U (Z) - wincidente (Z) + djreﬂejada (Z) Para z < 0
ql)transmitida (Z) Para z >0

Ahora imponemos la conservacion de la corriente de Dirac. En particular lo que nos interesa es nos impone que ¥ debe
ser continua para que pueda valer la ecuacién de continuidad para esa J y la p que definimos hace algunas clases. Pidiendo
que ¥ sea continua (en z = 0) lo que obtenemos es que

1 1 0 1 0
0 0 1 0 1
k +a —k —|—b 0 =C q +d 0
E+m E+m k E—-V+m q
0 0 Fim 0 TE-VFm
o bien
l+a=c
b=d
k q
l—-a)=c——"+—
Frm  mY v
k q
b = —d
E+m E-V+m

La solucién de este sistema es (cortesia de wxMaxima)
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6.7 Limite ultra relativista (escalén de potencial) 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

solve([1+a=c, b=d, k/(E+m)*(1-a)=c*q/(E-V+m), b*K/(E4+m)=-d*g/(E-V+m)], [a,b,c,d]);
(m+E)g—km+(V—-E) k 2km+(2E-2V)k
[[a= b=0,c=
(m+E)q+km+(E-V) k

- , ,d=01]
(M+E) g+km+(E—-V) k

y como podemos ver si la particula incide con espin 1, entonces siempre el espin serd 1.

Solucién usando corriente de Dirac  Podemos resolver el mismo problema pidiendo conservacion de corriente de Dirac que,
recordemos, es
J=Ulav

Por conservacion
Jincidente = Jtransmitida + Jreﬂejada

Debido a que estamos en una tinica dimensién entonces sélo nos interesa la componente z que sera

J:\lﬁ[ "Z]xp

Oz

Reemplazando ¥ por las expresiones que hemos propuesto para cada caso obtenemos

_ T 0z
Jincidente - wincidente o wincidente
z

1
0

10 mm 0]'[0 UZ}' k

z E'J6m

2k
E+m

Repitiendo el calculo para todas las componentes lo que obtenemos es que

g2

incidente =

o 2a%k

reflejada — E+m

Jtransmitida = _ 2
E-V+m

Pidiendo conservacion tenemos
k a’k n c2q

E4m FE+m FE-V+m
lo cual conduce al mismo sistema de ecuaciones que encontramos antes pidiendo que ¥ sea continua.

6.7.1. Coeficientes de transmision y reflexion

Veamos ahora la parte interesante del problema. Vamos a definir a estos coeficientes como es usual

Jtransmitida
T e e

Jincidente

R Jreﬂejada

Jincidente

Reemplazando las expresiones que encontramos previamente encontramos que

_ 4r
(1+4r)?
1—1r2
R=—_—"_
1472
donde
q E+m
r=—-+ —
k E—V+m
Obsérvese que
T+R=1

Analicemos ahora distintos casos.
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6.8 Covariancia de la ecuacion de Dirac 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

T>0
0<R<1

Ademdés se encuentra (habria que hacer las cuentas, ja) que ¢ € I con lo cual se obtiene una onda que decae exponencialmente
en la parte con potencial mas alto

Caso con V < E + m (bajas energias?) En este caso lo que obtenemos es que r > 0 lo cual implica que

z=0

R>1
Caso con V' > E+m (relativista) Acd lo que obtenemos es que T<o Encontramos también que ¢ € R con lo cual adentro

del potencial tenemos una particula que se propaga libremente. Y la onda reflejada es “més grande” que la transmitida. Esto
nos habla de la siguiente asombrosa situacién:

v

AN
ENANARANA NANNANN

6.8. Covariancia de la ecuacion de Dirac

Dados dos sistemas en los cuales las leyes de la fisica deberian ser vdlidas (i.e. dos sistemas inerciales), vamos a querer que
la ecuacion de Dirac sea igual en ambos sistemas. Esto quiere decir que queremos que la ecuacién de Dirac sea la misma pero
actuando sobre los campos/coordenadas de cada sistema. A Dirac le vamos a pedir que sea invariante ante transformaciones
de Lorentz en particular (supongo que lo mds propicio serfa decir “transformaciones de Poincaré”).

Supongamos entonces un sistema S en el cual las coordenadas vienen dadas por z*. Consideremos ademéas un sistema
S’ que tiene coordenadas z'# que utiliza un observador que se mueve con velocidad constante. Las coordenadas de ambos

SiSlemaS estan relaCionadaS pOI‘
s A M
X — qu

siendo A#, una de las matrices de transformacién (una de las representaciones del grupo de Lorentz, creo). En particular
para un boost en & la matriz es
Yy B
A |V
v
1

. ) o 1 - . . .z s <2
donde, como siempre, = 2 y v = T Para un boost genérico en cualquier direccién la matriz de transformacion se ve

asi.

1 . . 5 8
Un boost de Lorentz es tal que z'#* = A#, z¥. Las transformaciones de Lorentz incluyen a las rotaciones or ejem-
)
plo, una rotacion en Z transforma a los cuadrivectores con la siguiente matriz de transformacion

1
cosf) —sinf

AF, ~ .
v sinf  cos6

. ’ .z . /
Consideremos entonces, ahora si, la ecuacién de Dirac en los dos frames S y S

{ (iv*0, —m) ¥ () =0
(i’y“@’u — m) g (x’) =0
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Veamos cémo transforma cada uno de los objetos entonces. Consideremos

0
Ozt

o o0z'v
92’V B

_ oz, 0

l‘ax/u

O

por lo tanto
/
0,=A",0,

Por otro lado vamos a proponer que la relacién entre U y ¥’ es la més simple que podemos tener
v’ (gc’) =S(A) U (x)

donde S (A) es una matriz que actiia en el espacio de los espinores y que depende de la transformacién que queramos aplicar,
i.e de A. Obsérvese que las v* las dejamos iguales en ambos frames. El motivo del por qué esto es asi es porque “por
0, =N",0,

U (z) =SV (2)

definicién” las matrices v* son constantes, al igual que el niimero i o v/2, o m. Reemplacemos en la

ecuacién de Dirac en el frame S. Obtenemos

(iv" AV, 0, —m) ST () =0
(iSfy”A”MS’_lﬁll, — m) v’ (x’) =
Por otro lado podemos usar la ecuacién de Dirac en S, que es (i’y“@’u — m) v’ (ﬂc') = 0, y restarlas. Lo que nos queda es

i [Sv“A”uS*1 — ’y“] o, (3:’) =0

con lo cual es necesario que

AVt = 57178

si queremos que la ecuaciéon de Dirac sea invariante. A continuacién vamos a ver cémo es S para algunas transformaciones
particulares.

Rotaciones Consideremos una rotacién comin y silvestre. ;Cémo es S (A) en este caso? Recordemos que una rotaciéon en
el espacio de espin de Tedrica 2 estaba representada por el operador

. o-0
< [ —
p(-i

Ahora vamos a usar el hecho de que un espinor de Dirac se puede factorizar como dos espines % Entonces vamos a proponer

que
S =exp (—ZE3G>
2
con
5 = ["3 03]
Desarrollemos la exponencial en serie de Taylor
oo ; k
(—26%3)
— 2
s = Z k!
k=0
()
B k! 2 ok
k=0
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6.8 Covariancia de la ecuacion de Dirac 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

Notamos ademas que
Y3 =iy172 = S (rotacién en 0%) = exp (y1720)
Para generalizar todo esto vamos a definir
i

E,uu = 5 [’7#771/]

i
= 5 (Yu Y = Yo Yu)

YuT para (i # v
otra cosa para p = v

Boosts Consideremos ahora un boost. Considerando las leyes de transformacién de los cuadrivectores que son

(1
, cosf) —sinf .
T = . x Para una rotacién
sinf cosf
i 1
[ coshw —sinhw
, —sinhw  coshw
T = 1 x Para un boost
L 1
con
coshw =~
sinhw = By
tanhw =

y w € R el “a4ngulo” de rotacion. Teniendo en cuenta esta similitud entre las rotaciones y los boosts para los cuadrivectores,
vamos a proponer que la ley de transformacion de espinores frente a un boost es tal que

S (A = boost en &) = exp (—iEm%)

Verificacion de que las S (A) que propusimos son buenas Hemos propuesto expresiones para las S en el caso de las
rotaciones y de los boosts. Pero cémo sabemos que estan bien? Bueno, deberian verificar la condicion que encontramos hace
un rato A¥,y* = S719”S. Antes de hacer esta cuenta verifiquemos que 3S~! para las expresiones que propusimos. Para una

rotacién teniamos que
0 0 0 0
-1 _ 1.2 1.2
{S SJRotacién enz (COS (2> — 7y s (2)> (COS (2> + v 7 sin (2)>

0 0

—  cos? (2> — a2y la2gin? (2>
0 0

= cos? (2> + vy %% sin? (2>

=1

por lo tanto {S’lSJ Rotacion en 2 — 1 como debia ser v'. Para los boosts no vamos a hacer la cuenta acd (queda de tarea para
el hogar) pero ocurre exactamente lo mismo.

1
0 —sinf 00
Entonces ahora tenemos que hacer la cuenta A” 7" = S~14"S reemplazando A*, ~ z?j 9 C(S)ISI; yS=e3
1
En realidad son cuatro ecuaciones, una por cada componente v € {0, 1,2,3}. Para las componentes 0 y 3 tenemos que

AO’P’,/y“ — 403
0 0 0 0
-1,03¢ _ Y 2 (Y 0,3 v L2 (Y
ST 408 <cos (2> Yy sm<2)>'y (cos(z) + vy sin (2>)
0 0 0 0
_ 03 Y _ 2 (Y v 1,20 (Y
= 7 (cos(z) vy sm(2>> (cos<2>+'yv sm<2>>

_ 03
= 7
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6.8 Covariancia de la ecuacion de Dirac 6 ECUACIONES CUANTICAS Y RELATIVISTAS

Entonces vemos que para estas dos componentes efectivamente se satisface v'. Veamos ahora para las componentes 1 y 2.
Comencemos con 1, tenemos que

~0
1

All/y“:[() cosf) —siné 0]' 32 :fylcosﬂf’ﬂsin@
~3

y
S1yls oS o) _ 142 sin 0 v (cos | = | + 422 sin | =
2 2 2 2
= At (cos 0 + y'~?sin 9)
Finalmente usando (71)2 = —1 nos queda lo que queriamos.

Transformacién de U Ya encontramos la ley de transformacién para ¥ dada por ¥ = SW. Debido a que la corriente de

Dirac involucra a V¥, estamos interesados en encontrar como transforma esta cantidad. Primero que nada recordemos que
=, def

U = Ufy0, Entonces
@ _ (\III)T’YO
(5w)T 40
— \IITSJWO
Uiyt g1

con lo cual la ley de transformaciéon para ¥ es
V=75t
Corriente de Dirac  Veamos que la corriente de Dirac J# = Uy*¥ transforma como un cuadrivector (i.e. es un cuadrivector).
Para ello simplemente hacemos la cuentita
JH = a’yl‘\lﬂ
= USTlyHsu
= UA' AT

y entonces
JH = A*, TV = J es un cuadrivector

Invariante de Dirac Consideremos la cantidad U¥. Veamos cémo transforma:
VY =TSIS0 = TP
por lo tanto WV es un escalar invariante de Lorentz. En particular

TU = [ P+ 0| + |¢s*+ |l

6.8.1. Transformaciones de paridad

Consideremos ahora una transformacién de paridad. Esperarfamos que todo quede invariante, al igual que para los boosts
o las rotaciones. Los cuadrivectores transforman, frente a una paridad, del siguiente modo

1
A -
Vlparity transformation —1

-1
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7 TEORIA LAGRANGIANA DE CAMPOS

y entonces x’'# = A, x" es tal que ' = —x. Para S usamos la definicién S~'v*S = A* 4. Reemplazando el A y haciendo
las cuentitas para cada componente se encuentra que

Sfl,yis —_ 771
S_l’}/OS _ ,}/0

o bien )
[S,’yl] =0
{S,VO} =0

y la solucién es

0 1

[SJ parity transformation =7 —1

7. Teoria lagrangiana de campos

Hasta ahora vimos la ecuacién de Dirac, y parece que todo estd bien. Sin embargo hay algunos problemas que no cierran.
Por ejemplo, cuando vimos el problema con el potencial escalén, vimos que el nimero de particulas no se conserva. Entonces
;como podria ¥ ser la funcién de onda de una particula? Bueno, en verdad no lo es. ¥ es un campo y el que quiera saber mas
al respecto debera hacer las dos materias de Teoria Cuantica de Campos. Lo que queremos ahora, entonces, es una nueva
teoria QFT tal que

Newton ™2 Sehrodinger T ™™ Dirac U QFT

Para ello nos vamos a valer de la teoria lagrangiana.

7.1. Repaso de formalismo lagrangiano clasico

Supongamos que tenemos una particula (cldsica). Para dar una descripcién completa de su movimiento precisamos su
posiciéon ¢, su velocidad ¢ y el tiempo ¢. Definimos entonces el lagrangiano

L(q,q,t):va

Podiamos definir ademas el momento conjugado

= aiL
p= EY
tal que el hamiltoniano es
H =pg—L

Ademads tenfamos los corchetes de Poisson

{Q7P}Poisson =1
tal que la evolucién de cualquier observable g (¢, p) viene dada por

dg
E - {g’ ‘%ﬁ}Poisson

Por otro lado también estan las ecuaciones de Euler-Lagrange que nos dicen como es la dindmica del problema:

d (0L oL 0
at \ 0q dq
Lo anterior es algo que nos describe un objeto con 6 grados de libertad, que es una particula. Ahora queremos algo que nos
permita describir una entidad con infinitos grados de libertad. Es decir, un campo. Supongamos que tenemos N particulas
unidas con resortitos:
Ni Ni+1

—
O-
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7.1 Repaso de formalismo lagrangiano clasico

7 TEORIA LAGRANGIANA DE CAMPOS
El lagrangiano de este sistema es

L

N
=1 |:
o algo asi. Ahora dividimos todo por a (o algo asi) y nos queda

2
um - *Y 77%“@ 771) 1(1

2
771+1 i ) :|

-3}

l—|

=1
dot T
donde a Ahora vamos a tomar el limite en el que esto tiende a un continuo. Para ello hacemos
Y € ka moédulo de Young
a— dr
con lo cual
Ni+1 — 1 9 on
oz
y
a f(a) — / dx f
lo cual nos permite escribir al lagrangiano como

w3 fo ()]

donde n = n(x,t). Esto nos permite definir la densidad lagrangiana

2
def [ .o on
Z = 27] <8x>
tal que

dn On
= Z —, =] d

/ (777 oz ot )
Vamos a definir una densidad de momento canénico conjugado segin

aet 0L

tal que para este ejemplo en particular

= pn
y podemos definir también la densidad hamiltoniana

def .
H=mn—Z
recordemos, era

Ahora vamos a encontrar las ecuaciones de Euler-Lagrange. Para ello usamos el principio de minima acciéon. La accién

to

[z

t1

y para aplicar el principio de minima accién lo que tenemos que hacer es realizar variaciones sobre esta accién y buscar el
minimo, es decir

to
6 /fdt =0
t1

donde t; y to estan fijos. Esto es

5 jzdt - /dt/dx %fan+8?§)5<gz>+aaé)5<g’z)
&ALF
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7.1 Repaso de formalismo lagrangiano clasico 7 TEORIA LAGRANGIANA DE CAMPOS

si integramos en partes en x y en ¢t tenemos que

Z2

0% 0 0% 0 0%
Faer ) iy, /o)

ox

/ 02 ) <8n> dt = lo mismo pero con t
()

y entonces nos queda

ta
6/$dt :/dt/d:z: O 0Z ) 0 0Z | 0L s
dz \ g
t1

@) o)

y la tnica posibilidad de que esto sea nulo Vd7 arbitrario es que el corchete sea nulo por lo que

o (2L ) 0 9Z | _ 9Z
ox a(%) ot a(%) an

x

=0

Si usamos el lagrangiano de nuestro ejemplito de masas con resortes tenemos que la ecuacién de Euler-Lagrange es

2 2
—Y% + ugtg = 0 que es la ecuacién de ondas que esperabamos V.

Generalizacion a 3D  Dado un campo
¢ (x,t)
y su lagrangiano

Z (¢, 0u,1)

entonces la dindmica de este campo estard gobernada por las ecuaciones de Euler-Lagrange que son

0L 0L
On (amm) “ % "

def . , . . . .2 . .
donde 9, = 3% y el primer término usa el criterio de sumacién de Einstein (o como se llame).

Un campo es una entidad con infinitos grados de libertad que se “esparce” por todo el espaciotiempo. Es decir el
campo

¢ (x,1)

tiene infinitos grados de libertad, ya que por cada punto del espaciotiempo

(1)

tiene un valor.

Todo lo que estuvimos haciendo hasta el momento, todo es clasico. No hay nada cuantico en lo que acabamos de
hacer. Por ejemplo ¢ podria ser el campo de sonido y .Z su densidad lagrangiana, con lo cual deberiamos obtener
la ecuacién de ondas para el sonido. Todo clésico.

Si bien las ecuaciones de Euler-Lagrange del modo que las escribimos se ven refacheras, i.e.

9 ( 0ZL ) 0z 0
"\o(0u0)) 09
esto no es necesariamente invariante frente a una transformacion de Lorentz. Sélo algunos lagrangianos produciran

ecuaciones invariantes. No es trivial ver cuéles lagrangianos producirdn ecuaciones de movimiento invariantes (como
la ecuacion de Dirac).
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7.2 Teorema de Noether 7 TEORIA LAGRANGIANA DE CAMPOS

Ejemplo: lagrangiano de Klein-Gordon Supongamos que vamos por la calle y alguien nos da el siguiente lagrangiano
1
& = 3 (0,006 — m*¢?)

Calculemos las ecuaciones de Euler-Lagrange. Por un lado tenemos

(o0) = *(ama (20

= Oy 9" (00 + 0,65,
= 0, |50 0+ 0%)
— 0,0"

y por otro
0L _
dp

y entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange nos dicen que ¢ satisface la ecuacién de movimiento

_m2¢

(D2 + m2) ¢o=0
Consideremos ahora que ¢ € C tal que

¢ = o1 +ip2

Podemos hacer un cambio de base

¢ =1 — i

y entonces el lagrangiano nos quedaria expresado de la siguiente manera

{¢=¢1+z’¢2

L = 0,0"0"¢ — m2¢¢*
0010 P1 — mP¢] + 0,,020" P2 — m*
Z(¢1) +Z (¢2)

con lo cual vemos que estan desacoplados.

Otro ejemplo: lagrangiano de Dirac Consideremos el siguiente lagrangiano
L (0, 0) =V (ir"0, —m) ¥

donde ¥ es una funcién de cuatro componentes y ¥ S Ufa0 Podemos tomar las ecuaciones de Euler-Lagrange para cada
uno de los campos:

0L 0L
Oyl ———= | ——==0 ivH0, —m) ¥ =0
(otem) - I

7.2. Teorema de Noether

Supongamos que tenemos un campo ¢ (x) y aplicamos una transformacion tal que
¢ (z) = ¢ (x) = ¢ (z) + al¢ (z) + O (?)

donde A¢ (x) es el término de primer orden de la ley de transformacién del campo. Si el lagrangiano cambia de la siguiente
forma

L L= L0k

entonces la transformacién dejard invariante a la acciéon (ya que al integrar sobre el cuadriespacio a este .’ la cuadridiver-
gencia 0,k" se cancela) y las ecuaciones de movimiento serdn invariantes frente a esta transformacién. En consecuencia la
transformacion serd una transformacién de simetria para este lagrangiano.

En el caso general tenemos que

L L' =L +aNZ

)5 RESUE E
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donde
0L 0L
aAY = ——0, (aAd)+ — (aA¢
58,0 (A0 g (089
Ahora podemos olvidarnos de « ya que es un parametro constante y se cancela de los dos lados. Entonces tenemos que

0L 0% 0L
AL =0 {awm M] - (%@m)) At 55 B¢

Ahora definimos la corriente de Noether

g 02 A¢ — K+
9 (0,9)
que es tal que si la transformacién es una simetria de .£ entonces
9,J" =0
Obsérvese que 9,J* = 0 es una ecuacién de continuidad ya que 0, J" = 86—“20 — V - J = 0. Si ahora integramos en todo el

espacio tenemos que

0
aaitd?’m = /V-Jd?’xzo
0 03, _
2Q  _
ot

por lo tanto
Q es constante!

y vamos a decir que @ es la carga asociada a la transformacién de simetria.
Ejemplo trivial Consideremos el lagrangiano .¥ = %@% y la transformacién ¢ — ¢’ = ¢+ a. En este caso trivial tenemos
que . — &' =% (o sea que el k* = 0). Debido a que la transformacién es de simetrfa entonces, por teorema de Noether,
debe existir una corriente con una carga conservada. La corriente de Noether para este ejemplo es J# = 8(%%%&;5 =0tpy
esto es justamente la conservacion del momento y la energia.

Ejemplo: lagrangiano de Klein-Gordon Consideremos ahora el lagrangiano de Klein-Gordon . = 9,,¢0"¢* — m?¢*¢ y la
transformacién ¢ — ¢’ = €44, Vale que . — ¢’ = & por lo tanto la transformacién es de simetrfa (con k#* = 0). Ahora
queremos calcular la transformacién del campo A¢. Para ello consideramos

_ /
O(A¢ - |V¢5 - ¢J Haciendo un Taylor
_ g
- |—€ ¢ (bJ Haciendo un Taylor
= iaqp+ O (a?)
Por otro lado tendremos que aA¢* = —iagep*. Si ahora calculamos la cuadricorriente conservada J* = 73(%3) ) Ap — kH

encontramos que
JH=1q[0"¢ ¢ — 0" 99"

Como podemos ver esta es la misma corriente que habiamos encontrado antes.

7.3. Qué es un campo cuantico (idea conceptual, segunda cuantizacion)

Todo lo que vimos hasta ahora es cldsico, ya que nunca hablamos de los cuantos de campo. Veamos cémo se hace esto y
cOmo se interpreta.

Cuantizacién candnica de particulas Qué hacemos cuando queremos cuantizar algo? Luego de buscar en Google “céomo

cuantizar”, lo que deberiamos hacer es algo asi: elegir cudles son las variables dinamicas que vamos a cuantizar y proponer
. iy : (9, p;] = 1035

las relaciones de conmutacién. Por ejemplo .

95, 4;] = [pis ps] =0

)5 RESUELTOS
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7.3 Qué es un campo cudntico (idea conceptual, segunda cuantizacion) 7 TEORIA LAGRANGIANA DE CAMPOS

Cuantizacién canénica de campos El procedimiento es similar, pero las “variables dindmicas” ahora van a ser campos.
Entonces lo que hacemos es elegir nuestros campos (y sus momentos conjugados) y proponer las relaciones de conmutacion.
Por ejemplo si tenemos el campo ¢ () y su momento conjugado 7 (z) entonces proponemos

™ (z)] = i0p (z — y)
[¢(x),0(y)] =0
m(y)] =0

A veces es més conveniente trabajar en el espacio de la transformada de Fourier. Es decir

3
¢(@) = / élﬂfg ¢P2 (p)

Recordemos ahora la ecuacién de Klein-Gordon y apliquémosle la transformada de Fourier. Lo que obtenemos es

{5; + (p? +m2)} ¢(p) =0

y como podemos ver esto es un oscilador arménico de frecuencia

w2:p2+m2

Recordando el hamiltoniano del oscilador armoénico

1
2
%Oscilador arménico — ip + 5(“) x

y el cambio de variables

teniamos que
[a,aT] =1 = [z,p] = ih

Todo esto, vimos en Teorica 2, nos permitia definir a los estados tales que
n) = a™™ |0)
y entonces interpretdbamos a a' como el operador de creacién de cuantos de energia. Esto tiene muy buena pinta

para crear particulas, cuantos de campo.

El tnico problema/diferencia/algo es que lo que en el oscilador arménico de Tedrica 2 eran = y p ahora son ¢ y .
Recordemos que

(a+a)

1
B V2w

Entonces vamos a proponer que

_ d3p ipx L
¢ (x) = / (271')3 € \/ﬂ (ap + a;)

7 (z) = / (;i];?) €'PE (—i) \/g (ap — a;)

Usando las reglas de conmutacién para ¢ y m que propusimos hace un rato se puede ver que

[ap, a;,] =dp(p—p) (2m)® = (¢ (z), 7 (2")] =i6p (z—2")

®ALF 46 Si ves un error, avisale a Alf ® 201812131123 CCO0


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://losresueltosdealf.wordpress.com/contacto/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

7.4 Simetria de gauge 7 TEORIA LAGRANGIANA DE CAMPOS

, i i .. |2 hamiltoniano
Ahora queremos ver como es el hamiltoniano de todo esto. Voy a usar la notacién ] ) ) . Entonces
H  densidad hamiltoniana

tenemos que
H = / >z M

= /dgx (W(J;)(b(x)—f)

d3p 1
= [ (s + o]

Comparemos esto con el hamiltoniano del oscilador arménico:
1
%seilador arménico — W (aTCL + §

d3p 1
Wp (a;;ap + 5 [ap, a;])

(2r)°

Vemos que son bastante parecidos en el sentido de que afa = n es el operador niimero del oscilador arménico y a;[,ap = n, puede

<%ﬂde Klein-Gordon — /

pensarse como el operador “ntimero de particulas con momento p”. El tema es el término que sobra que es [ap, a;f,] =1dp (0).
Esto hace que integrado nos dé infinito. Pero podemos pensarlo como la energia del fundamental con lo cual redefinimos la
energia (o algo asi) de modo tal que esa constante no esté:

d3p
%e Klein-Gordon — / (7

+
wyala
27r)3 PrpTR

Vemos entonces que ¢ (x) ~ a}:ap. Vamos a pensar que
a:," |0) = |n particulas con momento p)
donde |0) es el “estado de vacio” o “estado fundamental”, que atin no lo hemos definido pero satisface que
a, [0y =0

Esto nos habla de que se trata de bosones por el hecho de que podemos tener tantas particulas con momento p como queramos.

Podemos ademés hacer cosas como
ala:; |0) )
i = |una particula con momento p y una con momento q)
ayay |0)

y nuevamente vemos que son bosones ya que podemos conmutar el af, y el af en forma simétrica, no antisimétrica (como
deberia ser para fermiones).

7.4. Simetria de gauge

En Tedrica 1 vimos que el potencial vector A del electromagnetismo se define a menos de una divergencia, ya que todo
es invariante.
7.4.1. Transformacién U (1) global

Esto es un simple ejemplo para introducir el tema de hoy. Ya lo vimos la clase pasada. Consideremos el lagrangiano libre
de Dirac o
PDirac libre = ¥ (Z'YHap, — m) v,

Veamos qué ocurre con lagrangiano si hacemos una transformacion
, .
U — U =My

con « € R el parametro de la transformacién y g € R constante. Obsérvese que esta transformacién es un grupo, ya que si
la aplicamos multiples veces se satisfacen todas las condiciones de los grupos. En particular se tiene que

e ¢ U (1)
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7.4 Simetria de gauge 7 TEORIA LAGRANGIANA DE CAMPOS

donde U (1) es el grupo unitario de dimensién 1. Es trivial ver que el lagrangiano de Dirac no cambia frente a esta transfor-
macioén de fase global, es decir
gDirac = g]/Dirac'

En base a lo que vimos la clase pasada va a existir una corriente conservada que es

0L
H—=—_—" _A¢p— kH.
T = 56,0

Para « infinitesimal tenemos que
U =(1+iga)¥ = AV =iq¥

y entonces la corriente de Noether es -
JH = —qU~HU,

Vemos que coincide con la corriente de Dirac que definimos en su momento. Esta corriente satisface, por Noether, que
0, J#* = 0 por lo tanto existe una carga conservada y en el caso del presente ejemplo tenemos que ésta es

Qconservada = —q.

7.4.2. Transformacion U (1) local
Consideremos ahora una transformacién en la que a depende de la posicién del espacio x, es decir
U — eia(m)q\I/.
En este caso tenemos que
<L+
por lo tanto nos ponemos tristes. El problema viene por parte de d,,. Nos gustaria definir una derivada covariante
Dy =09,+A,

con A, (x) un campo tal que
(D,¥) = e™®p, @

Es s6lo un nombre. No tiene nada. En la jerga se la llama asi, pero podria llamarse “derivada electromagnética” o
“derivada invariante de gauge” o como mas nos guste.

Aqui A, es un nuevo campo nuevo que vamos a introducir pero por el momento no tiene nada que ver con el campo
electromagnético. Por una cuestién de convencion se define asi

D, =0, —iqA,.
Usando esta definicién tenemos que
(D;A‘Ij)/ = (0¥ - iun\I/)/
@19 W 1 igd,a (z) DI — jgA DY
D9, +igd,a¥ — igA’,T].
Para que el lagrangiano quede invariante vamos a querer que lo anterior transforme de una forma especial que ahora no estoy

viendo. Entonces . .
@9, — igA, U] = @9, ¥ +igd,aV¥ — iqA’, V]

con lo cual
Ay =A4,+0,a(x).

Entonces vemos que si incorporamos un nuevo campo A, tal que transforma de esta manera logramos que el lagrangiano de
Dirac se vuelva invariante frente a transformaciones U (1) locales.
El nuevo lagrangiano sera

L = VU(in"D,—m)¥
= U(iv"9, —m) ¥ +qUy" A4,V

- ZDirac libre 1 ﬁnteraccién
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7.4 Simetria de gauge 7 TEORIA LAGRANGIANA DE CAMPOS

y es invariante frente a transformaciones

0 = eia(w)q\ll
A=A+ 0,0 ()
El campo adicional que anadimos se conoce como un campo de gauge, es decir

A, es el campo de gauge.

. Qué significa la redefinicién de 9,, = D, ? Recordando que p, ~ 0,, entonces vemos que
0, — D, ~ P — Pu+qA,

y esto era lo que haciamos con el momento de una particula cuando queriamos incorporar la interaccién con el cam-
po electromagnético.

Ahora nos vamos a preguntar si podemos aniadir un término que sélo dependa del campo de gauge, es decir

Z = gDirac libre 1 o%nteraccién + szgauge .

Podemos proponer en primer lugar algo bien simple de la forma mA,A* pero rapidamente vemos que esto no es invariante
frente a una transformaciéon de gauge. Milagrosamente sucede que se puede definir

Fou = 0,A, —0,A,

tal que
Fu=F,
y ademas
F,,F" es invariante de gauge y de Lorentz

por lo tanto
D‘Zgauge = FHVF#U

y el lagrangiano nos queda
_ _ 1 .
Zaep = YV (iy"0, —m)V + qUy'AT — EFWFu

donde el % es una mera cuestion de convencién. Ademas tenemos que si calculamos las ecuaciones de Euler-Lagrange al
ZLgauge Obtenemos las ecuaciones de Maxwell en ausencia de cargas.
7.4.3. Transformaciones de gauge mas generales
Consideremos ahora una transformacién mas general tal que
VU (x) = V' () =UV (z)
con U € U (n) una matriz de n X n (que depende de x, creo). Definimos ahora tal que ésta transforma segin
!
D,— (D,¥) =UD,0.
Ahora no tengo idea qué estamos haciendo, copio literal del pizarrén:

D, =0, —iqA,
(iun‘I])l = (8ulp)/ - (DH‘II)I

iqA" V' =U8, % + (0,U)¥-U D, ¥
o
igA’ V' = (0,U) ¥ +iqU A,V

1
=

A, 0,0 U +UA U

La conclusién parece que es que si el A, transforma de esa manera en particular lo que ocurre es que .¢ = .Z".
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7.4 Simetria de gauge 7 TEORIA LAGRANGIANA DE CAMPOS

Otra cosa Ahora, por algin motivo que atin no sabemos, queremos ver qué sucede con la siguiente cantidad
[Dy,D,|Y =D,D,¥ —D,D,V.
Calculemos el primer término:

DD,V = (0,—iqA,) (0, —iqA,)¥
= 0,0,V —iqA,0,% —iqd, (AV) — ¢*A, AV —igd, AV —iqA,0, 7.

El segundo término es lo mismo pero cambiando p por v. Entonces el conmutador nos queda

[D,,D,] ¥ = —iq (9,4, — 0,A,) U

y por lo tanto
1
F,=—-——1|D,D,].
== DuD.)

Me volvi a perder en lo que estamos queriendo hacer. Copio textual:
(D,¥) =UD,¥
D' =D, (UV)

D', =UD,U!

(D,D,) =---=UD,D,U*

=|F,, =UF,U!

Esto nos dice que
D‘Zgauge:FuuFﬂu — <z :UFMVF'“VUileHVF#V

gauge

Conclusiéon de la clase de hoy

Lo que vimos fue que pedir que el lagrangiano sea invariante frente a transformaciones de gauge en las que el campo de
Dirac se transforma mediante una transformacién € U (1) local nos forzé a introducir un nuevo campo A, que dio lugar al
electromagnetismo. Es decir, la naturaleza priorizé un lagrangiano con dos campos

Zqep (¥, A,)
tal que éste es invariante frente a una transformacién de gauge

U — i@y

Transformacién de gauge —
A, — A+ 0,0 ()

Como se puede ver el campo de Dirac lo transformamos mediante una transformacién € U (1) mientras que el nuevo campo
A, transforma mediante un cuadrigradiente. Esto es lo mismo que ocurria en el electromagnetismo cldsico en el que el
potencial vector A quedaba definido a menos de un Vf pues B=V x A=V x (A+ V) (pues V x Vf =0).

Repaso de la clase pasada

Hoy vamos a hacer lo mismo que la vez pasada pero con lagrangianos de muchos campos. La clase pasada lo que hicimos
fue tomar el lagrangiano de Dirac libre -
D%Dirac libre = ¥ (Z.'Yﬂau - m) v

e imponer que sea invariante frente a una transformaciéon de fase local de la forma

U — O = Pea@),
Lo que encontramos, luego de hacer las cuentitas, fue que la tinica forma de lograr esto (i.e. lograr que ¢’ = %) era que

exista un nuevo campo adicional

Ay,
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7.4 Simetria de gauge 7 TEORIA LAGRANGIANA DE CAMPOS

llamado campo de gauge, que tiene ciertas propiedades tales que si ocurre lo que buscdbamos. Asi llegamos a un nuevo
lagrangiano (ver cuentitas, ja) que era

c%m:ﬁwwm—mw+@W%m—%@Mfﬁﬂwwmhﬁﬂﬂ

que si es invariante frente a una transformacion de gauge

U — U = Peiae®)
A, — A, =4, +0,0(x)

La magia de esto es que las ecuaciones de Euler-Lagrange que se obtienen de .Z4rp son las ecuaciones de Maxwell @. Si esto
no te sorprende, te equivocaste de carrera. Perdon que te lo diga.

7.4.4. Teoria de Yang-Mills

Supongamos que tenemos un lagrangiano que es una sumatoria de lagrangianos de Dirac

N
gEspinores libres — E gDirac libre (\Ilz)
1

N
= Z\I?(iy”@u — m) \I’i
i=1

donde ¥; es un conjunto de N campos distintos. Podemos considerar una transformacién tal que cada uno de los campos
transforma de la siguiente manera:

N
j=1

Nétese aqui que cada U;; es una matriz de 4 x 4. Esto puede escribirse en notacién matricial de la siguiente forma

& =Ud
vy
U,
donde ® = | . | es un “vector de espinores”, o sea que es un objeto que tiene N componentes de 4 componentes cada una.
Uy

Ademés U es una matriz de N x N en la que cada entrada es una matriz de 4 X 4, creo.
Si U € SU (N) local, entonces sabemos que la podemos expresar como una exponencial:

U(ag,...,an2_1) = eter(@)Titdiayz o (2)Ty2_y
_ eia(m)-T
eiaa (2)Te
donde T; son los generadores tal que
% para SU (2)
Ai
T, = 5 bara SU (3)

y no conmutan, en general vale que
[Tcu Tb} = ifabcTc

donde fup. €s la constante de estructura del dlgebra correspondiente.
Vamos a agregar un factor constante g que representa al analogo de la carga eléctrica g para la interaccién que encontremos.
Entonces vamos a decir que

Ul(a(z)) = e ooa(@Te,
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Bajo esta transformacion lo que tenemos es que
D =UD=¢9%@Tug,

En cuanto a la “derivada covariante”, la vamos a definir en forma andloga a la que lo hicimos para U (1). Es decir, vamos a
hacer lo siguiente

D, =8, —igW®,T*

donde hemos introducido N2 — 1 campos de gauge
we,.

La clase pasada vimos que si tenemos un campo de gauge A,, éste debfa transformar de la siguiente forma 4’, = % (0, U) U+
UA,U~" para que el lagrangiano quede invariante. En el presente caso tenemos que el 4, es

A, =W, T
Consideremos entonces una transformacién infinitesimal
U=1+iga, (z)T,.

La transformacién de este A, es

1
(W‘IHT“)/ = iig (Opc (2)) T,UU + (1 +igay (z) Tp) We,T¢ (1 —igay () Tp)

= Ouag (2) Ty + W, T + igoy, [Ty T, — T,Tp) W, + O ()
= auaa (1‘) T, + WauTa - gafabcTcWau +0 (a2)

Debido a que T aparece en todos lados (en el tltimo término aparece escondido en la contraccién del indice ¢, y ademds
T* =T,) entonces podemos eliminarlo a ambos lados de la igualdad y lo que nos queda es

(Wau)/ = 0paq (z) + W, — gap fapc W€,

que es justamente la forma en que transforman los campos de gauge. Véase que los primeros dos términos son los mismos
que habfamos encontrado la clase pasada para el caso de una transformacién U (1) que era abeliana. Ahora, producto de la
no conmutabilidad de los generadores, hemos obtenido un término adicional.

Ahora vamos a construir un nuevo lagrangiano que contenga a todos los campos libres que teniamos al principio y que
ademés incorpore a estos nuevos campos de gauge, tal que sea invariante. Vamos a proponer, en forma andloga al F',,, de la

clase pasada, los campos
1

def
G =
—19

(D> D] -
Entonces, en forma anéloga a la de la vez pasada,

D,D,¥ =98,0,¥ —igW?,T°9,¥ — ig0d, W, T — igW*,T°9,¥ — g*W*,T*W°,T°
D, D'V = ...
tal que
[D,, D,V = —ig¥ (0 W, — 3, W) T — W Wb, [T*,T°] .

Analicemos el iltimo término
—QQWQHWbV [Ta, Tb] — _iQQWaHWbl/fabcTc
= _iQQWb;LWCUfbcaTa
= _iQQWb/LWCVfabcTa-

Juntando todo esto tenemos que

Gu = T°[(0,W, — 0, W)+ gf* "W, we,]
= T°G,,
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donde C*,,, tiene dos indices de Lorentz puv y un “indice de algo” a.
Todo el bolonqui anterior lo hicimos para encontrar un G, que sea invariante de gauge. Usando algo de la clase pasada

(creo) tenemos que
(Gu) =UG,U™! = (GG"™Y =UG,,G* U

La vez pasada teniamos que los F,, eran numeritos, por lo tanto se los podia conmutar con las U y entonces éstas se
cancelaban y nos quedaba que el bicho ese era invariante. Sin embargo ahora tanto las G como la U son matrices que no
necesariamente conmutan (estdn compuestas por los 7%). Entonces no podemos cancelar todo. Bajon. Sin embargo podemos
calcular la traza

Tr ((GnG"™)) = Tr(UGWG“”U o)
Tr (G G™)

Tr (G, TGy T°)

= GG T (T, T))
1

= 3 ~G" L, Gy

por lo tanto esto si es invariante de gauge.
Usando todo lo previo ahora escribimos el siguiente lagrangiano

_ _ 1
fYang—Mills =& (i*y“@u — m) o + g(I)’yl'LTa(I)Wau — iGalea'm’

Esto es similar a lo de la vez pasada. Al menos es andlogo. El término maés interesante es el Ultimo, veamos por qué. Parece
que si lo desarrollamos vamos a encontrar los siguientes términos

a a \2
(0, W =0, W*,,)
g (8;1,Wau - aI/Wal/) fachbp,WCV
FWWWW

y vemos que, pensados como diagramas de Feynman, los “campos de gauge libres” interactian entre ellos de la siguiente
forma

v o

el

Fuerza fuerte Las cuentas con el lagrangiano de Yang-Mills para N = 3 son las predicciones de la fuerza fuerte. Parece que

son ULTRA complicadas, pero hasta ahora todos los experimentos estan de acuerdo. El lagrangiano de la fuerza fuerte es el
\chd

de SU (3) de color, que es una simetria exacta, y es tal que tenemos @quark = | V8" |, y asi para cada uno de los quarks.
\I/Blue

2
(- W, o, W) g (05W5 ;W S) fope WP W5 FWWWW

7.5. Interaccion fuerte

Hoy vamos a hacer un “review” de por qué todo lo anterior sirve para la fuerza fuerte, y qué podemos hacer con ello. No
vamos a hacer cuentas de QCD pues son muy complicadas y son para otros cursos.

Para estudiar la fuerza fuerte a nivel experimental lo ideal es estudiar los hadrones, que son objetos compuestos por
quarks que estan ligados por fuerza fuerte. Al dia de hoy el hadrén maés estudiado es el protén.

Cuando se quiere estudiar algo hay dos formas de hacerlo:

1. Tluminarlo y ver qué pasa.

2. Romperlo y estudiar los trocitos.
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El radio de un protén es
—15
Tproton ™~ 10 m.

Si queremos iluminarlo con luz estamos fritos, no hay chances. Sin embargo podemos irradiarlo con electrones/positrones y
estudiar el scattering. Consideremos los dos procesos

E' E'
positrén positrén
E p E .
foton foton

electrén
protén

y estudiemos las diferencias. En el caso del proceso de escéitering con un electrén y un positrén (o dos electrones), como
éstos son particulas fundamentales, podemos estudiar todo el proceso con una tinica variable (por ejemplo el 4ngulo 6)

8—4-2-1=1.

Esta conclusion la sacd analizando la conservacién de momento p* y no sé qué cosas mas. En el caso del proceso ep — ep
ya no podemos describir todo el problema con una tnica variable ya que el protén no es una particula fundamental y puede
deformarse. Entonces

8—4—-1—-1=2.

Haciendo estos experimentos se puede medir la seccién eficaz como funcién de 8, o como funcién de la energia final de los
electrones. Ahora podemos distinguir dos situaciones:

= Si una de las particulas es no fundamental (caso electrén-protén) entonces hay dos variables independientes en el
problema. En consecuencia la distribucién de 6 y de E’ (o las secciones eficaces) deben estar descorrelacionadas, ya
que son independientes.

= Si las dos particulas que escaterean son fundamentales entonces hay un tinico grado de libertad y existe una correlacion
total entre 6 y E'.

Entonces, en forma experimental podemos saber si una particula es fundamental o no.

Lo que se observé es que para el proceso ep — ep la distribucién de 6 y E’ estaba descorrelacionada para energias bajas
pero estaba altamente correlacionada para energias altas. Esto quiere decir que si la energia del electréon que tiramos es muy
baja, éste interactia con todos los quarks y por eso el protén se ve como una particula compuesta. Cuando le damos manija
a la energia lo que ocurre es que el electrén interactiia con s6lo uno de los quarks que es fundamental.

Estos experimentos se realizaron a finales de los 60’s y Feynman llamé a los constituyentes de los protones, partones.
Esto fue antes de conocer el lagrangiano de Yang-Mills. La pregunta era entonces si los partones eran los quarks o no. Para
responder a la pregunta lo que se hizo es medir la carga de estos quarks, el espin, etc (es complicado pero se puede) y se
observé que si, eran los que predecia el modelo de quarks. Ademéds se observaron objetos de espin 1, que son los gluones.

7.5.1. Renormalizacion

Supongamos un electrén en el universo. Vimos que el lagrangiano de QED puede crear en forma espontdnea fotones,
positrones, etc. Entonces tenemos algo asi

v lo que termina pasando es que el electrén en realidad estd rodeado por muchos dipolos. Entonces cuando lo miramos
desde lo lejos vemos que tiene una carga, llamada “carga vestida” (esta es la carga de Fisica 3) y cuando lo miramos de
cerca en realidad tiene més carga. Entonces lo que tenemos es que la constante de estructura fina, que es el factor que nos
determina la carga eléctrica (o algo asi) en realidad no es una constante sino que depende de la distancia
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1/137

constante de estructura fina

distancia (1/energia)

y si uno hace las cuentas con QED le pega justo a las mediciones.
En el caso de QCD se puede definir una ogtrong g2 donde g es el parametro que aparece en el lagrangiano, y lo que se
observa haciendo las cuentas (uno gané el nobel por esto) es que

constante de estructura fina
de QCD

distancia (1/energia)

Entonces para distancias muy pequenas los quarks estan libres y para distancias muy grandes la interaccién es infinita-
mente grande.

7.6. La interaccion débil
7.6.1. Introduccién fenomenolégica

Vimos que la interaccién fuerte se obtiene de “forzar” al lagrangiano a tener una simetria SU (3). En el caso de la
interaccién débil la simetria es SU (2). Sin embargo, la interaccién débil es un poco méas rebuscada y la vamos a ver desde
una perspectiva més histérica. Hoy vamos a hablar de la fenomenologia que condujo a la teoria. Luego veremos la teoria.

Asi como los hadrones son ideales para estudiar la fuerza fuerte, lo ideal para la fuerza débil es mirar a los neutrinos.
Los neutrinos no tienen ni carga eléctrica ni carga de color. Sélo interactiian débilmente (y quizd gravitacionalmente). Una
reaccion tipica es el decaimiento méas comin del pion:

™ = pty,.

El 99,98 % de los piones decaen de esta manera. El pién 71 es el mesén més liviano, por eso no puede decaer en otros
mesones y entonces decae en leptones.

Para toda cosa que decaiga podemos definir la vida media 7 que es tal que la fraccién de objetos que atn no decayeron
al tiempo t es proporcional a

1

€

Es decir, cuando t = 7 vamos a tener
es

veces los piones que teniamos a t = 0. La vida media para el decaimiento 7+ — p¥ vy

T=26x10""s.

Parece que medir 7 es muy complicado entonces se mide la seccién eficaz que es

g X —.

B

Por otro lado tenemos el decaimiento

70 — 4y

)5 RESUELTOS
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que se da el 98,79 % de las veces. Este proceso es, claramente, producto de la interaccién electromagnética y la vida media
es
7~ 10717,

Por otro lado existe un mesén ¢ que es un estado ligado de s y 5. Este mesén tiene los siguientes decaimientos

Kt+ K™ 49%
¢S K'+K° 39%.
p+m 15 %

Los tiempos de vida medios de estos decaimientos son
T~ 10" %s.

Comparando todo estos nimeros tenemos:

Reaccién T Interaccién
at =ty 10795 Débil
70—y 4+ 107'"s  Electromagnética
KT +K~
=K'+ K% 10725 Fuerte
p+T

Yy como pOdemOS ver
Tdébil - Telectromagnetismo 2> Tfuerte-

En consecuencia, si tenemos un “objeto” que interacttia mediante estas tres fuerzas éste va a “preferir” decaer en forma fuerte
(serd lo més probable), si no puede decaer en forma fuerte decaerd electromagnéticamente, y sino ird por el decaimiento débil.
Existen otras interacciones débiles. Una que ya vimos es el “decaimiento 8”. Recordemos que el decaimiento 3 es

n—p+e + .

n ~ dud
Recordando que la forma de que esto ocurra es que magicamente un quark u se convierta en un d.
D~ uu

En 1930 aparecié uno de esos fisicos craks que propuso un modelo fenomenolégico para todo esto. Hablamos de Fermi.
Consideremos primero el siguiente scattering
e U —e u

cuyo diagrama de Feynman es

y el elemento de matriz de este proceso es

M-, -~ = (estado inicial| estado final)
1
= qig(‘]e*)#(‘]/l’)#

= Vv,V -V, ',
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donde ¥, y ¥, son los campos de Dirac para el electrén y para el muén, y ¢* es el momento que se lleva el fotén virtual
que los hace interactuar (el término q% viene del propagador de Feynman de este foton, es algo que en este curso no vimos

y que se ve en QFT).
En la época de Fermi esto era “bien conocido”. Entonces él propuso algo igual para el decaimiento débil de la reacciéon

e +p—=>n+r,

y propuso

A m

Lo que Fermi propone es que
<p + €_| n+ Ve> =Gp (Jp%n) . (Jeﬂl’e) Iz

donde G es una constante que representa el signo de pregunta rojo de los grafiquitos. Debido a que los dos procesos son

equivalentes entonces
Me*+p—)n+ue = <p + €7| n+ Ve> = <p| n+ 6+ + Ve> = Mdecaimiento -

Volvamos ahora al ejemplo del decaimiento del pién 7t — pty,. Debido a que el pién estd compuesto por los quarks u

y d, entonces tenemos que
+

/U\

—_— = -~ -

f ks

y de acuerdo con el modelo fenomenolégico de Fermi tenemos que

Mrs iy, = (utdp’ +v)
= Gr(Jusd)" (Jurou) e

Lo que se observé es que la medicién de G con todos estos proceso era consistente. Exito para Fermi en la década del 30.
Sin embargo en los 50’s se vino la noche. A medida que avanzé la tecnologia se encontraron algunas cosas que este modelo

de Fermi no podia explicar. Entonces veamos como lo podemos modificar levemente para que siga funcionando todo bien.
Durante los 50’s hubo una gran investigaciéon que concluyé que todos los neutrinos de la naturaleza son neutrinos tipo

left. Esto quiere decir que tienen una quiralidad definida.
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Consideremos un campo de Dirac. Se define el operador de quiralidad como

A5 = iyOyly23.

Se pueden definir, ademés, los proyectores sobre los dos autoespacios de y® como

1— 5
P, = 27
1+4°
Pp = 27

Por ser proyectores satisfacen P? = P, P2 = Pry Pr+ P = 1.

Es posible mostrar que para un campo de Dirac con masa cero la quiralidad esta bien definida y sélo puede ser o
left o right. Hay un problema de las guias en las que se hace esta cuenta, yo lo hice. Digo, por si te interesa, podés
buscarlo ahi.

La cuestion es que dado un espinor ¥, entonces

v = (PL+PR)\I/
= Uy + Up.

Consideremos ahora la reaccion
Co% = Ni% 4+ e + 7.

Si el cobalto inicialmente esta en reposo y consideramos que my; > m. +m,, entonces el Ni estd aproximadamente en reposo
al final. Si metemos todo en un campo magnético entonces obligamos a los espines a estar todos alineados, y por conservacion
tenemos lo siguiente

B 3oy,

AELS) T =4
e
 — _\_
C \) N‘ \) l i
Ahora consideremos la direccién en la que son emitidos los productos:

A
opcién 1 Opcién 2

% @ electrdn % @ neutrino

Ni (en reposo) Ni (en reposo)

ﬁ @ neutrino ZL} @ electrén

Sucede experimentalmente que NUNCA JAMAS se vio la opcién 1, sino que sélo la 2. Entonces pareciera que los neutrinos,
por algiin motivo desconocido, tienen siempre quiralidad left. Es decir que aparentemente si ¥, es el campo de neutrinos,
entonces

Pr¥, =,
PLU, =0

La forma de arreglar eso en el modelo fenomenoldgico de Fermi es

JH = U ~+* no veo el pizarrén por el reflejo.
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Habia otro problema con la constante Gr. Funcionaba bien a bajas energias pero no a altas energias. No lo pude seguir
mucho. La forma de resolver esto fue meterle al propagador que dibujamos como signo de pregunta hace un rato una cierta

masa de modo tal que
g

Cp=—23
B g — M2

donde M es la masa de este propagador. De esta manera funciona bien también en altas energias.

El elemento de matriz (creo) es

4G
Melemento de matriz = T;J;LJM

(JqEp) 4 = €V, ¥

(Jpebil) p = \%@7“\11

e2

QED — —
2

Q

I g 1

Débil » = ——
2 ¢Z — M?

Ahora tomamos el limite de bajas energias donde despreciamos ¢2. En este limite tenemos que

4GF g°

V2 2M?

y entonces si proponemos que
g~ e,

es decir que el acoplamiento débil es similar en magnitud al acoplamiento electromagnético, podemos estimar la masa M del
mediador

2
M=,— <100 GeV.
2V2G R

Resulta que los mediadores de la fuerza débil, descubiertos en la década del 80, son los bosones W* y Z que tienen masas
~ 85 GeV, asi que este calculo cabeza le pega bastante bien.
Durante los 70’s se observé el scattering entre e~ y v,

<

y acad vemos que el mediador no puede tener carga ya que de lo contrario ésta no se conserva. Esta interaccién no puede
ser fuerte ya que ni e~ ni 7, tienen carga de color. No puede ser electromagnética pues 7, no tiene carga eléctrica. Entonces
tiene que ser una interaccién débil, si o si.

Entonces vemos que tenemos dos tipos de interacciones débiles, unas que son cargadas y otras que son sin carga.

7.6.2. Mixing y dobletes

Parece que los pares de particulas-campos que forman dobletes que se pueden mezclar son
Ve vy v U c t
e 9 l,l/ b T ) d ) S ) b *

Con los leptones funciona todo perfecto, pero con los quarks hay un problema ya que en la naturaleza se observa el proceso
K™ = uty,

que es
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M > r“+
7 <
s \)/*

Entonces pareciera que a veces puede pasar que u se mezcla con s. En consecuencia se propone una modificacién

HAk

{d’:dcosﬁ—i—ssin@ {d:d'cosﬁ—s'sinﬁ

donde

s’ = —dsin® + scosf s=d sinf + s cosf
y
0 = 0c = Ocabbibo-

. U
Entonces vemos que si ¢ =~ 0 obtenemos que [

c .. .
. Parece que las mediciones arrojaron
dl’|s

~ o
fcabibbo ~ 13°.

No estoy entendiendo demasiado... Parece que para tener en cuenta todo esto en el modelo lo que se hace es modificar
las corrientes de Dirac segun

o 1—~° cosf) sinf| |u
_ #
Tu= [u C] v 2 {— sinf cos 9] {c] '

donde U es la matriz de mezcla entre u y c. En el caso de los tres quarks incorporamos el fenémeno de mixing como

Uud Uus Uud d
Ju=1[u ¢ tJy¥Pr|... ... ...||s
Uw | |b

y esa matriz se llama UM que son Cabbibo Kayashi y Maskawa que ganaron el nobel por esto. El primer estudiante de

doctorado del docente midié Uy, en forma experimental por primera vez en la historia.

7.6.3. Algo
Borr6 el pizarrén y vamos a ver otra cosa relacionada, pero no hay titulo. Consideremos lo siguiente:
*
~
W
~

N
AN

e Ve

Entonces tenemos la corriente

J}l. = \PDQ,—Y‘U,PLLIIE

\I/yeL'Y#\I/e-
— Ve
XeL = e~ .

donde el subindice L significa que hay que multiplicar por P, y entonces

Proponemos el doblete

J,u = XeL'Y,uO'JrXeL

Consideremos el proceso analogo
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y entonces la corriente es

J/J, = \IjeLfyM\IIVeL
= X?’YN0'7X6L
_ 0 0 . . . . , .
cono- = |, gl La verdad que no tengo idea qué estamos haciendo ni por qué lo hacemos. Creo que es sélo plantear

+

definiciones nuevas. Notemos que o= son los operadores de subida y bajada de las matrices de Pauli:

0'1:|:0'2
O'iZ .

2

Recordemos ademés que el lagrangiano de Yang-Mills es

Yang-Mills =
gYangMills _ Goupagy pya,

interaccién

y vemos que lo que estamos haciendo ahora tiene la misma pinta de esto. O sea, las corrientes débiles son muy parecidas a
Yang-Mills con SU (2).

____ 0 - 11—
XeL’yM?dXeL = §\IIVEL'7M\IIVEL - §\I}eL7”\IleL
|1
03 = _1
1 fi

) P A4 ’
i, L,

%‘I’u 'Y, L S .

€ L ey

gDiraCZE(iau’Y#—M)@ o = |:VE:| M = |:0 m :|
y este lagrangiano NO es invariante ante transformaciones
O P =P

donde o son las matrices de Pauli y & son 3 pardmetros, pero para que si sea invariante vamos a proponer la existencia de
7 /
3 campos de gauge W*, tales que transforman segin

W’p — (Wiu)/ = Wi,, + 0Mai — gaijkakau

y proponemos la derivada covariante
. 0j i
D,=0,—- zgéWﬂL.

El problema es que ni siquiera con esto el lagrangiano queda invariante pues deberian tener la misma masa. Entonces lo que
hacemos es tirar el término de masa

Pirac = 6iau7ﬂq)

y la masa la vamos a recuperar con el mecanismo de Higgs en el futuro.
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7.6.4. Interaccion electrodébil (GWS)

Hasta acd tenemos muchas cosas pero parece que aiin hay un problema ya que todo esto nos describe bien la interaccion
entre las componentes left de los electrones y los neutrinos, pero no nos dice nada sobre las componentes right de los electrones
y los neutrinos left. En la naturaleza se observa que el bosén Z° se acopla con el e, (lo cual esté descripto por lo que vimos
hace un ratito) pero también se acopla con el egr, y no tenemos idea como pasa esto. La solucién a este problema la dieron
Glashow, Weinverg y Salam.

Tiene sentido proponer una unificacién ya que los bosones W# tienen carga eléctrica y entonces se acoplan a los fotones.
Ademas, recordemos, habiamos visto que la constante de acople de la interaccion débil y de la electromagnética era similar.
Entonces, asi como Maxwell unific6 el campo eléctrico y el magnético, acd vamos a unificar el electromagnetismo y la fuerza
débil.

Para unificar vamos a decir que el lagrangiano de QED no respeta la simetria SU (1) sino que va a ser otra. Vamos a decir
que la naturaleza tiene un campo de gauge B, que se acopla con la hipercarga y que el lagrangiano respeta una simetria
SU (1), donde la Y hace referencia a la hipercarga. Entonces vamos a proponer

u(1) qﬁ’Y”‘I’Aﬂ — En QED, esto lo descartamos
imteraccion ") [y; eraber + Yreryter] B, — Proponemos esto en reemplazo
e =PV o . . L .
donde CREO que p con P los proyectores. Para incluir a los neutrinos vamos a incorporar un término més tal
€r = IR

que
u) — [V, e S T
"%nteraccién - [YL@L’Y er + Yrery er + YrVery VeL] Bu-
Véase que sblo incorporamos los neutrinos left. Ademads, por una cuestién de convencién, vamos a agregar una constante

u(1)

9 J— — N
interaccién _E [YLeL’yueL + YReR’YMeR + YLVeL’VHVeL] Bll«'

Parece que el valor de Y, e Yi se obtienen en forma tedrica mientras que g; es lo que se mide en los experimentos.
Por otro lado recordemos que el lagrangiano de interaccién en Yang-Mills SU (2) era

interaccion

¥SU® = f% [f\/ﬁﬁ’y“eLWﬂL - \@@’y“ueW*# + ﬁ’y“uLW?’# — @fy“eLW?’#} .

(Lo anterior no sé si es “recordemos” o “veamos”.)
Ahora vamos a proponer que la naturaleza no respeta las dos simetrias U (1) y SU (2) por separado, sino que las respeta
juntas:
U(1)y xSU(2),

UMy x8UE@), _ U0y

- .+ L g
interaccién interaccién interaccién

Parece que este lagrangiano tiene un término que es:

(_%Wgu - %YLBH) EV#VeL

y entonces podemos unificar esos dos campos en un unico campo. Asi como combinamos las cosas para encontrar el ZO#,
podemos buscar dos combinaciones ortogonales y lo que vamos a obtener es

0 3
{Z2°,, A, W7}
y asi recuperamos el electromagnetismo. Ahora la cuestién serd encontrar Yy, Yg, g1, g2 tales que el electron y el fotén acoplan
con la carga del electron y se obtiene el g del modelo fenomenolégico de Fermi.
Resumen de hoy
Propusimos un modelo que combina una simetria SU (2) con U (1) de modo tal que
U(l)y = By
3
W,
2
SU (2), — w=,
1
W,
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de modo tal que

_ 928y — G YL W3,

AH N
70 _ g1YLBH + ngBH
" N
wl+w?
+
W+, = —r+—

V2

con N = /g5 + giY?.
Toda esta teorfa rara se hizo en los 70’s y los bosones Z° y W# se descubrieron experimentalmente en los 80’s.

Repaso de la clase pasada Vimos que la simetria SU (2) left es una buena propuesta para la descripcién de la fuerza débil.
Sin embargo esto deja afuera a los electrones right del acoplamiento débil. Entonces surgié el modelo electrodébil con la
hipercarga y todo eso.

7.7. Mecanismo de Higgs

Los términos de masa en los lagrangianos son de la pinta
my
mA, A"
Para los fermiones anda todo bien, pero con los bosones de gauge meter un término asi rompe la invariancia de gauge, o sea

mA, A" £ mA A

Y ocurre que los bosones de gauge de la fuerza débil, los W y Z, tienen masa.
Otro problema es que si queriamos armar un doblete que contenga a los fermiones de masa y los neutrinos, éstos tienen
distintas masas por lo tanto hay que incluir un término de la forma

TMY
donde M = [melemén m y como M-<T entonces rompe la invariancia (hay unos problemas de la guia donde esto
neutrino
queda bien claro).
Caso para campo real Consideremos un lagrangiano
1 1 1
L= -0,00Mp — —p2Pp* — ~Ap*
S0u0"6 = S — 106

con ¢ € R. Vemos que este lagrangiano es basicamente el de Klein-Gordon %k = 9,¢0"¢ — m@p* con algunos cambios.
Cuando p? > 0 nos queda

>\¢4

L= Lke — 1

y no hay nada nuevo. Pero imaginemos ahora que x? < 0, en este caso tenemos
1 1 1
L= —0,00M0 ——pPp? — -\t
S0u00"0 2126 — 100
donde

122 1 4
= —p2¢% — =\
14 GH 9" — AP

es el potencial para este lagrangiano (recordemos que .Z = Eqingtica — Fpotencial)- Este potencial tiene la siguiente forma:
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\Y N

Ahora lo que vamos a hacer es decir que

phi

¢ (z) =v+n(x)
donde v es el minimo del potencial, y 17 es una perturbacion. Notese que
v=[f(A\n)

es un valor constante que sélo depende de u, de A y de la forma del potencial y que no depende de x. Entonces el lagrangiano
es

1 1
Z = iauna”n —\?n? —don® — 5)\774 + constante

donde podemos reconocer que
my = v

Entonces lo que hemos hecho es un cambio de coordenada para el campo

¢(x) = n(r) =¢ (@) —v

tal que
L= 20,006 — Sp20 — A"
2°H 2 4
1 1
£ = 53#773”7) — i — o — 5)\7)4 + constante
y
me = 0
m, = Ao?
Caso con campo complejo Hagamos lo mismo que recién pero ahora con un campo ¢ = ¢1+_\/%¢2 € C. Partimos del

“lagrangiano de juguete” del principio y asumimos que p? < 0 y A > 0. En este caso tenemos que

Vv

potencial sombrerq mexicano

Ny N

: phil

phi2
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con 9
0+ =0 =1

Vemos que hay infinitos valores de ¢; y ¢2 que satisfacen esto. Entonces vamos a proponer que
¢ (x) =v+h(z)+ip(z)

donde v nuevamente es una constante y h y p son apartamientos del equilibrio. El lagrangiano queda
1 1 1
Dg/ﬂ = iauha#h + 58,“08“,0 — imhh? =+ O (3, 4)
con my, = —2u2. Vemos que el campo p no ha adquirido masa, sélo el campo h.

Agreguemos campos de gauge Reemplacemos ahora 9, — D, = 0, — igA, para obtener los campos de gauge. El
lagrangiano ahora es

L= @ +igA) 67 (0" —igA") o — 12670 — X (670" = JFpu .

Si reemplazamos
¢ (x) =v+h(z)+ip(z)

el lagrangiano queda

1 1 1 1 1
£ = §8Nh8”h ~3 (—2u2) h? + §8Hp8“p + §g2v2AMA“ — EFWFW — guo,pA* + V(0 (3,4)) .

Entonces lo que pasé es que partimos de un lagrangiano invariante de gauge con campos sin masa, propusimos un simple
cambio de variable para los campos, y a continuaciéon obtuvimos un nuevo lagrangiano que si tiene términos de masa y sigue
siendo invariante de gauge.

El nombre que recibe cada uno de estos bichos es

h(z) — Boson de Higgs
p(r) — Bosén de goldstone

Sin embargo hay un problema. Partimos de un lagrangiano que tiene un campo escalar sin masa (un grado de libertad)
y un campo de gauge sin masa que tiene dos grados de libertad (pensar en el campo electromagnético: las ondas pueden
polarizarse en el plano transversal con lo cual tenemos dos grados de libertad). Finalmente obtuvimos un campo de gauge con
masa que puede tener polarizacién longitudinal con lo cual tiene 3 grados de libertad. Esto no puede ser, un simple cambio
de variable no nos puede anadir un grado de libertad al problema. Parece que tiene que ver con el campo p. Aparentemente
los términos de p son

1 1
Ziérminos con p = iappaup + 5921}214#14“ — gvaﬂpA“
2
1 1
= 5921)2 (AM + gvaup) .

Esto se parece mucho a la forma en que transforma el A,, cuando hacemos transformacién de gauge ¢ — ¢’ = €' () ¢ Vemos

que para
p(x)

9

o =¢

obtenemos que efectivamente

1
A=At Oup.

Me perdi un poco. Parece que ahora vamos a hacer

—7¢1+i¢2—v z)+ip(x —7U+h(x)ei$

Si reemplazamos esta tltima expresion en el lagrangiano entiendo que deberia cancelarse la exponencial compleja. “Luego
<2 j 2(x) . p . . .
de hacer la transformacién de gauge que anula el e* v ” (no entiendo qué quiere decir esto) se obtiene

1 1 1 1 1 1
L= 50,h0"h — 3 (—21®) B* + 59%2,4“,4“ = 7 Fw "™ —A\vh? — ZAhf* + (2 - v) G AA D
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Para dobletes Pensemos ahora en un campo

+
o= [%]
con
o+ = o1 +iga
V2
@0 = ¢3+ips

V2
El campo x tiene cuatro grados de libertad. Consideremos el lagrangiano
2
Z = (900" (@) = x'x = A (xx)
2 2 2 2
con xty = M Ahora vamos a tener lo mismo que antes slo que en lugar de tener un sombrero mexicano en dos
dimensiones lo vamos a tener en cuatro, una especie de hiperesfera. Los minimos son aquellos tales que

2
ty — 2= _H
X'x=v o)

La invariancia de gauge para los ¢, o eso que habiamos estado viendo, nos permite elegir

3=
$p1=0¢2=¢3=0

no entiendo

_Ltp o i%-p(x)
V) [m(xﬂ ‘

donde o son las matrices de Pauli. Ahora aplicamos la transformacién

XX = ye—iFew = L | 0
V2 v+ h(x)

Vemos que ' tiene un tnico grado de libertad. La forma de recuperar los grados de libertad perdidos viene en los campos
de gauge con masa.

Obsérvese que tenfamos un lagrangiano .2 = (8,x)" (8*x) — u®xTx — A (XTX)2 que es re lindo y al hacer y =

0 e
1 iZ.p(z) : : z : , .
75 [v 4 h (x)} e'? rompimos alguna simetria (que ahora no estoy viendo) y tenemos sélo un grado de libertad.
Esto es ruptura espontdnea ya que al tratarse de un simple cambio de variables a la naturaleza no le cuesta nada
hacer eso, es espontaneo.

Cuando la clase se acerca al final esto comienza a complicarse, el docente pisa el acelerador. Tenemos

T (pw T o'f it w o i
(Dux)' (D) = Oux +ZQTW uX 0 X+19§W nX

2 h2 .
= (gﬂé +g 8(95)> W Wik + 0,hd"h — Nvh?.

Vemos que acd nos aparece el término
W Wik = W Wik + W2, Wal + W3, Wt

con tres grados de libertad, que son los grados que perdimos en el campo y.
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7.7.1. El mecanismo de Higgs para bosones

La forma de incluir todo esto en el lagrangiano del modelo estandar es hacer

ZqED + ZLpebil + Locp  + Liges
con Liggs = ((’9,1><)Jr (0Mx) — 1 xtx — A (XTx)Q y entonces los campos de gauge van a adquirir masa. La forma de dale masa
a los fermiones va a ser un poco mas retorcida, la vamos a ver la clase que viene.

Nueva clase Vamos a seguir la notacion del Halsen. Habiamos visto que el modelo electrodébil lo obteniamos mediante una
teoria con simetria

SU (2) e, x U (1)

Hipercarga *
Ve

XL = .
€l

iai (’I‘)’T1 X

Esta simetria se la aplicAbamos a un doblete

La transformacién de simetria SU (2) se aplica

XL — € L

donde T; = % son los generadores de SU (2). Obsérvese que en la notacién del Halzen la constante de acoplamiento no
aparece en la transformacion sino en la definicién de derivada covariante:

¢— ¢ =€
D,=D, —igA,

1
(A) = Au+ ;6/#)4

Ahora vamos a ver cémo transforman las componentes left y right para el electrén frente a la simetria U (1):

er — € =P ep

i(ai(z)Ti+B(x)Y)

XL = XL =€ XL-

Aparentemente tenemos los siguientes dos campos
Ve
XL = [ e}
L
€R

Tenemos ahora un isospin débil andlogo al isospin que vimos al principio del curso con el protén y el neutrén. El isospin
débil se denota con la letra
T

de modo tal que

v 1 1
= =T ==,T3==%=
XL [e]L 9743 B
€eR —T=0
y asignamos arbitrariamente la hipercarga
v 1 1
= -T==-T3=4=- Y =-1
XL [ ]L 9113 5
eR —-T=0 Y =-2

No estoy entendiendo. La carga eléctrica de las particulas es

Y

Se pueden hacer cuentas durante dos horas para encontrar que los valore arbitrarios de Y que pusimos son los correctos,
pero no lo vamos a hacer.
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Recordemos ahora cémo era la expresién de la corriente de Dirac débil:

Jiu = EVHTZ.XL

tal que
iitlir(jchién = gjiuWiM'
De manera similar
JY = Uy
Yy
"Sﬁgtilr;icién = g/JYuB#~

Sin embargo, como habiamos visto, en la naturaleza no observamos estas cosas por separado. Entonces vamos a proponer

: 1
electromagnetismo __ 713 - 7Y
J p= Tt 5T

que es lo que efectivamente observamos. Aparentemente esa combinacién es la correcta de entre las infinitas posibles. Veamos

que
PRI
1_ 1_
= §VL’Y;4VL - §€L’7M€L
Y 1 1 1 1
§JYM =3 (—2)eryuer + 3 (=1 eryuer + 3 (=) 7Lyuve.

Si ahora sumamos ambas corrientes
J3 1JY _ — —
wt 3w = —€RYuER — ELYpuEL
= —eye=J"M,

donde JPM es la corriente del electromagnetismo. El lagrangiano de interaccién total es

; 1
/ Y
Zinteraccién electrodébil = ngp,Wi“ +g §J MBH

1
g | JUL W+ TR R+ TP R |+ g’ijyuB”

y lo que ocurre es que W; y W5 describen bien la interaccién que se observa en la naturaleza con los bosones W, pero W3
vy B no son lo que se observa en la naturaleza. En cambio lo que se observa en la naturaleza es

A, = B cosOw + W3u sin Oy
Z, = —B,sinOw + WBM cos Oy

donde Oy es el angulo de Weinberg. Reemplacemos estas expresiones en el lagrangiano para obtenerlo en términos de los
campos fisicos Ay Z:

/ /
gJ? Wk + %JYMB“ = gJ, (A"sinf + Z" cos0) + %JYH (A* cos — ZV sin 0)

/ !
= A, (g sin 0.J5" + ZCOSGJy“> +Z, (g cos 3" — %sin 0Jy“>

y usando que Jelectromagnetismo w=4J 3 ut %J Y , (lo vimos hace un rato) vemos que Znteraccion QED €S €l correcto si se satisface
que
. /
gsinf = g cosf =e.

El lagrangiano completo electrodébil es

/
gelectrodébil = XT’Y“ (Zau + gTIWZp« + gYBM) XL + @’Y“ (zau + gQYBM> €Rr
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y si elegimos
Y, =-1
Yp=-2
obtenemos QED y la interaccién débil. El nico detalle es que lo anterior es todo sin masa.

7.7.2. Mecanismo de Higgs para el modelo electrodébil

Para agregarle la masa postulamos la existencia de un nuevo campo que es el campo de Higgs y se lo vamos a agregar.
Este lagrangiano es

Litiggs? = (Dx)" DPx =V (x)

donde x tiene una simetria SU (2), x U(1),,. Tenemos que

D, =0, —igl'W', — %g'YB/L

¢+
X = |:¢0
con ¢1,¢" € C. Como queremos que tenga carga eléctrica Q = 0 y usamos Q = T + % entonces (desconozco qué estamos

haciendo) necesitamos que
X tiene que tener ¥ =1 = Qy =0.

Entonces no acopla al campo electromagnético y por eso nunca lo habiamos podido ver sino hasta el afio 2012. Ahora hacemos
el truco ese de pasar al punto de equilibrio y de los bosones de goldstone y bla bla bla de la clase pasada tal que

ot . . 0
X = — cambio de variables = | v4n(x)
V2

¢0

En el lagrangiano de Higgs tenemos que (Dux)T D#x con D, = 9,,—igl"W*, — %g'YBH por lo tanto el bosén de Higgs h (z)
no se acoplard al campo electromagnético pero si a los W y el B. Veamos cémo aparecen los términos de masa. (Antes de

ello notemos que xy =

7

v

0
,H_hz(w)] = % ([0} + {h ?@] >’ y nos vamos a concentrar sélo en la parte con v.) Lo que tenemos es

. 7 i 1 1 . i i 7 1
(<8u — Zgl W uw— 59’; B/") \/§X> (<8u — Zgl W w— §g/j’ BU) \/§X>

2
L102 | (go W, + g'1B,.) m

(DMX)T Dty

——v

51 + otras cosas que no nos importan ahora

2 2

_ v QWSM + g/Bu ) (Wlu - iWQM) 0
= 3 [g (Wlﬂ n z,WQH) —gW?’u + g/BM 1 + otras cosas
v’g? 12 2 )2 L, 3 / 3 '
= 3 ((W #) +(W u) >+§”U (fgW qugBH) (gW utg B#)Jrotras cosas
v2 g2 1 2 P, W3u
89 wt Wk o+ gUQ (W3, B, {_ggg/ g‘?ﬁq} {B“] + otras cosas

y entonces tenemos que la masa del bosén W es

vg
MW:?

donde v es el valor de expectaciéon del Higgs (el minimo de ese potencial de sombrero mexicano) y g es la constante de
acoplamiento con no recuerdo qué.
Parece que

W=, =Wy, +iWa,.

®ALF 69 Si ves un error, avisale a Alf ® 201812131123 CCO0


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://losresueltosdealf.wordpress.com/contacto/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

7.7 Mecanismo de Higgs 7 TEORIA LAGRANGIANA DE CAMPOS

2 N 3
Analicemos ahora el término “més complicado” [W3 w B M] { g 99 } {W ] . La matriz que aparece es la “matriz

! 2
—99° 9 B
de masas” de estos dos bosones de gauge. Por algtin motivo que no estoy entendiendo en este momento vamos a buscar sus
autovectores para lo cual hacemos

2 — 0
det(/\]l{g, ?29])0 = A={, .
—99 g g +g

El autovalor con masa 0 es el fotén y el otro es el ZV. Obsérvese que obtuvimos A = 0 gracias a que hace un rato hemos elegido
los valores de hipercarga y todo eso (que parecia arbitrario, pero aparentemente estaba friamente calculado). Aplicando esta
diagonalizacion aparentemente encontramos que

2 / 3 2
g —gg | |W=# 1 m AP
e Gy H B =l 2 [ ) [

A
con -
A = gW=,+ 9By
© 2 + g2
A :gw3u+ngu
K 92+g/2
tales que
mAZO
v .
mZ:§ 92_|_912

No estaria viendo en este momento por qué, pero tenemos lo siguiente

My

M—Z = cos Oy

donde Oy es el angulo de Weinberg.

7.7.3. Mecanismo de Higgs para fermiones

Consideremos el siguiente lagrangiano

o= (7 7, [} en e 9[!] )

donde ¢F y ¢ son los mismos de la vez pasada. Este lagrangiano es invariante de gauge. Ahora hacemos el cambio de variable

igual que la vez pasada
6] 1 [ o0
@] 7 2 lv—h)

y entonces nos queda

Gv G
o%eptones = _ﬁ (GGR + @eL) - ﬁ (aeR + @6[) h (l‘)
= —@Ee - EEeh ()

V2 V2
y vemos que G nos dice cuanto se acopla con el Higgs y
Gv
V2

:me

es la masa del electrén.
En el caso de los quarks podemos proponer algo similar pero tenemos que hacer unos cambios ya que, a diferencia del
neutrino, ambos quarks tienen masa. Entonces lo que hacemos es

— ¢+
Diﬂquarks wyd = -Gy [ﬂ d]L |:

¢O] dr — Gy [ﬂ cﬂL [ﬂ upr + Hermitico Conjugado

Repitiendo lo mismo para los demés pares de quarks se completa todo. El [(J:ﬁﬂ es analogo al “anti protén y antineutrén”
n p
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Mixing de quarks Parece que en el lagrangiano previo el quark d en realidad es un d’ que no es estacionario. Algo asi. Dijo
que quiza lo pregunta en el final.

7.8. Oscilaciones de Neutrinos

Sabemos que cada neutrino interactia débilmente con su leptén, por ejemplo v, con e, v, con p y lo mismo para 7.
Durante mucho tiempo se pensé que los neutrinos no tenian masa, y el modelo estandar que hemos construido lo hicimos
justamente para que esto sea asi.

Pero podria pasar que v.,v, y vr que son los neutrinos que observamos en los experimentos en realidad no sean los
neutrinos “puros” que interactiian en el modelo estandar sino que los neutrinos “posta” sean vi,v5 y v3. No entiendo
demasiado pero es algo asi

Ve,Vu,Vr — Autoestados de fuerza débil, los que observamos en experimentos

v1,v9,v3  — Autoestados del hamiltoniano, no los observamos
y entonces si ve, v, y vy son combinacién lineal de v; y no son autoestados de 5, la evolucion temporal hard oscilaciones.
Tgual que un estado que no es autoestado de 7 en cuantica.

Por algiin motivo que en este momento no estarfa viendo, observar las oscilaciones de neutrinos seria evidencia de que
éstos tienen masa. Mediante fuentes cosmoldgicas (creo) se acotd la masa de los neutrinos a m, < 1€V.

7.8.1. Problema de los neutrinos solares

Introduccion  En el sol se producen muchas reacciones que pueden generar neutrinos. El sol es una buena fuente de
neutrinos. Consideremos la reaccién
dp — 2p+ 2n

en la que 4 hidrogenos se convierten en 2 helios. Esta reaccién requiere que haya un decaimiento (8
p—=n-+ et + Ve

y como los p en el sol “tienen mucha energia” entonces los v, tienen que salir con “mucha energia”. Hay otras reacciones que
también pueden emitir neutrinos. Por ejemplo el decaimiento del “boro ocho”:

8B 5 2B+, +et.
Usando modelos solares podemos predecir cudntas reacciones se producen en el sol y estimar cudl deberia ser el flujo de

neutrinos en la tierra. Este flujo “es como la deuda externa Argentina” jaja,

Flujo de neutrinos solares en la Tierra ~ 10! neutrinos cm =25~ 1.

En 1964 Davis y Bahcal ganaron el nobel por medir esto. Lo que hicieron fue poner 600 toneladas de un producto de limpieza
que tiene una molécula particular de cloro CoCly en donde el cloro es el isotopo 37Cl que tiene una buena seccién eficaz para
interaccién con neutrinos. La interaccién con un neutrino produce la reaccién

3701 — 37 Ar

y resulta que el argén el cloro no es radiactivo y el argéon si. Entonces midiendo la radiaciéon emitida pueden contar la cantidad
de argones y asi la cantidad de cloros que interactuaron con neutrinos y asi la cantidad de neutrinos. La cuestién es que
después de cuatro anos encontraron que

|—¢V solaresJ predichos por la teoria

W =

|_¢V SOlareSJexperimentO =

where ¢ stands for “flujo”.

En 1989 se hizo el experimento de Kamiokande. A diferencia del experimento de Davis y Bahcal en este caso se midieron
neutrinos del decaimiento del boro que tienen més energia, y tienen menos ruido de fondo. En este experimento hay un
tanque de agua en el que se produce la reaccion
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El electron que “sale a las chapas” produce radiacion Cherenkov en el agua que luego es detectada con fotomultiplicadores.
Resulta que en el experimento se puede medir el flujo de neutrinos en distintas direcciones, y lo que se observa es asi:

# de neutrinos

— Angulo
Aca esta el sol

Lo que observaron los de Kamiokande fue lo mismo que antes, el flujo observado era % el flujo predicho por los modelos
solares.

En el 2001 se hizo el experimento SNO y se volvieron a observar los mismos resultados.

Entonces tenemos un modelo solar que es bastante preciso (parece que le pega a todo con una precisién de un 1% (0,1 %))
y experimentos que contradicen esto. Entonces la conclusién seria que no estamos entendiendo del todo lo que pasa. Aca
entran las oscilaciones de neutrinos tales que el sol emite v, y recibimos %

Teoria  Para explicar esto consideremos en principio sélo dos neutrinos: v, ,. Vamos a proponer una matriz de rotacién
similar a la de Cabibo tal que

vy| | cos@ sind| (1

Ve —sinf cos@| |vo]|

Supongamos que comenzamos con un estado

Entonces

Ahora definimos la cantidad

vy (1)
A, = &
! v (0)
~cosO vy (t) +sinb vy (1)
- 1
— cos?h e Tt +sin? 6 e R
y entonces la probabilidad es la siguiente:
P, (0) = wu(t) = ALAu

. . Ey — Ey
= 1—sin?6 sin? | ==t .
h
Si F, = Ej entonces lo anterior es constante, es decir que no hay oscilaciones. Para neutrinos libres tenemos que
2 2 2
E; =pi +m;
y como m; < E; para los neutrinos entonces
2
i
2p;

Vamos a asumir que los dos neutrinos v; 2 tienen el mismo p, por lo tanto

E; = pi

pi =D-
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Entonces

Am? = m3—m?

= 2p(E2 —p)—2p(E1 —p)
= 2]) (E2 — El) .
Usando que p &~ E tenemos que
Am?
2F
Entonces si los neutrinos tienen distinta masa pueden haber oscilaciones. Es decir

%EQ*EL

A 2
P (v, (0) = v, () = 1 —sin? 0 sin? [ =t
2F
y ahora pasamos de tiempo a distancia
L
P (v, (0) = v, (L)) =1 —sin® @ sin® (1,27 Am2E>

donde metimos la velocidad de la luz, h, midiendo [L] = m, [E] = MeV y [Am?] = eV? ¢t ~ L.

c

8. Dos ultimas clases: PowerPoint

8.1. Coémo se detecta una particula

La charla de hoy estéd en este link, en esta pagina.
Las particulas tienen una vida media 7, que es el tiempo que tardan en decaer en otras particulas. Una particula relativista
que se mueve a velocidad ¢ puede recorrer una distancia

drecorrida = YT

con vy = \/171)2 Para particulas con 7 > 107105 se obtiene que dyecorrida = 1M y entonces pueden llegar a un detector.
>

~

Particulas con 7 < 107195 no tienen tiempo de llegar a los detectores!. Entonces clasificamos

7<1071% = Particula inestable (no llega a los detectores)
72 107'%s = Particula estable (llega a los detectores)

La forma de estudiar las particulas inestables es observar sus decaimientos. Consideremos el Z° que es una particula
inestable ya que
Tz ~ 1072,

es decir que nunca llega a un detector. Para detectar el Z° lo que se hace es observar el decaimiento
7% et 4 e

y como los e tienen un
T, > vida del universo

a ellos si los podemos distinguir.

8.2. El costado experimental de E4

La charla de hoy se puede encontrar en esta pagina.
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